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 Étude d’une ailette de refroidissement

1—  Préliminaire

0 L x

T1 T2

On considère une paroi d’épaisseur L, de section S, de conductivité thermique λ

constante. On impose la température T1 en x = 0. On note T2 la température en
x = L. Il n’y a aucun terme de production d’énergie thermique au sein du milieu.

1. Rappeler l’expression de la loi de Fourier.

2. En effectuant un bilan d’énergie sur un système que l’on précisera,
établir l’équation aux dérivées partielles vérifiée par T (x, t ) en régime quelconque.
On notera ρ la masse volumique du milieu et c sa chaleur massique.

3. Que devient cette équation en régime stationnaire?

On se placera en régime stationnaire dans toute la suite du problème.

4. Déterminer la loi de température T (x) dans le matériau.

5. Définir la résistance thermique Rth de la paroi par une relation entre T1, T2 et le flux thermique Φ = jthS le
traversant.

En déduire l’expression de Rth en fonction de L, S et λ.

6. Sur sa face x = L, la paroi est au contact d’un fluide, présent dans l’espace x > L, dont la température loin du
solide est Te < T1. On cherche à déterminer la température T2 de la face du solide en contact avec le fluide.

Le transfert thermique conducto-convectif entre la paroi et le fluide est décrit par la loi de Newton donnant le flux
thermique du solide vers le fluide :

Φ= h(T2 −Te)S ,

où T2 est la température à la surface du fluide et h le coefficient de transfert conducto-convectif.

6.a) De quels facteurs physiques dépend h ? En quelle unité 1 s’exprime-t-il ?

6.b) Montrer que l’on peut associer une résistance thermique Rc au transfert conducto-convectif, dont on don-
nera l’expression.

6.c) Comment sont associées (en série ou en parallèle) les résistances thermique Rth et Rc ? On justifiera la ré-
ponse.

6.d) Montrer que l’on peut écrire
T1 −T2

T2 −Te
= Bi,

où Bi, appelé nombre de Biot, est un nombre sans dimension que l’on exprimera en fonction de h, L et λ.

6.e) Justifier que pour Bi ≪ 1, on peut considérer la température comme uniforme dans le milieu solide.

Ce cas correspond-il à un solide bon conducteur thermique ou mauvais conducteur thermique?

Dans la pratique, on admet que si Bi < 0,1, on peut considérer la température comme uniforme dans un solide au
contact d’un fluide.

2—  Ailette de refroidissement

L’objectif est d’évacuer un maximum de chaleur d’un solide à refroidir.

7. Donner deux exemples pratiques où l’on est confronté à cet objectif.

On donne des ordres de grandeur du coefficient h, selon le fluide et le type de convection :

Type de transfert Fluide h (unité S.I.)
Convection naturelle air 5 à 30
Convection naturelle eau 100 à 1000

Convection forcée air 10 à 300
Convection forcée eau 300 à 12000

1. On admet une réponse à l’aide d’unités dérivés du S.I.
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8. Comment réalise-t-on une convection forcée en pratique ?

Comme on peut le voir d’après le tableau, le cas de la convection naturelle avec de l’air n’est pas favorable ; c’est
cependant le seul type d’échange énergétique envisageable dans de nombreuses applications pour des raisons de
fiabilité et pour des raisons économiques.
Le principe de l’ailette de refroidissement consiste à augmenter artificiellement la surface d’échange entre le sys-
tème à refroidir et le fluide.
On considère une ailette destinée à refroidir dans l’air ambiant à la température Te une plaque plane à température
T0. L’ailette a une longueur L, une section constante d’aire A. Le périmètre de la section au contact avec le fluide,

appelé périmètre mouillé de la section, est noté P. On définit la dimension caractéristique de l’ailette par Dt = A

P
.
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Ailette rectangulaire

On adopte l’approximation de l’ailette : la température dans l’ailette ne dépend que de la variable x.
On se place en régime permanent.
La plaque impose la température T (x = 0) = T0.

9. Quelle est la dimension de Dt ?

10. En utilisant les résultats de la partie 1, quelle condition sur h, Dt et λ doit-on avoir pour que l’approximation
de l’ailette soit valable?

11. Dans le cas de l’ailette circulaire de rayon a, exprimer l’aire A, le périmètre mouillé P et la dimension carac-
téristique Dt en fonction de a.

12. Dans le cas de l’ailette rectangulaire, exprimer l’aire A, le périmètre mouillé P et la dimension caractéristique
Dt en fonction de a et b.

Exprimer Dt en fonction de la largeur b et du paramètre sans dimension x = a

b
. Représenter Dt en fonction de x,

pour x variant entre 0 (cas limite de l’ailette infiniment mince) et 1 (ailette carrée).

13. En effectuant un bilan d’énergie soigné sur une tranche d’ailette comprise entre x et x +dx, montrer qu’en
régime permanent la température vérifie une équation différentielle de la forme

d2T

dx2 −m2 [T (x)−Te] = 0, (1)

où m est une constante, appelée module de l’ailette, que l’on exprimera en fonction de h, λ et Dt.

Quelle est la dimension de m ?

3—  Cas de l’ailette infinie

On considère le cas d’une ailette de longueur infinie : x ∈ [0;+∞[.

14. Compte tenu des conditions aux limites, résoudre complètement l’équation (1) et exprimer la température
T (x) dans l’ailette en fonction de Te, T0, m et x.

15. Exprimer le flux thermique Φa traversant la section de l’ailette en x = 0, en fonction de λ, m, A, T0 et Te.

16. Justifier que, en régime permanent, Φa représente le flux thermique total évacué de l’ailette vers le fluide.

17. On définit l’efficacité η∞ de l’ailette infinie par le rapport entre le flux Φa sortant de la plaque vers l’ailette et
le flux Φ0 sortant de la même surface A de la plaque, en l’absence d’ailette (la plaque est directement en contact
avec le fluide, et les échanges thermiques sont décrits par la loi de Newton) :

η∞ = Φa

Φ0
.

Exprimer η∞, dans un premier temps en fonction de λ, m et h, puis en fonction de λ, h et Dt = A

P
.
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18. Dans le cas d’une ailette rectangulaire, est-il plus efficace d’utiliser une ailette fine ou une ailette épaisse?
Justifier la réponse.

4—  Cas de l’ailette finie avec extrémité isolée

1  Efficacité de l’ailette

Dans le cas d’une ailette fini, mais suffisamment longue, on peut adopter le modèle d’une extrémité isolée : le flux
thermique à l’extrémité de l’ailette est nulle.

19. Quelle condition sur

(
dT

dx

)
x=L

entraîne la condition à l’extrémité adoptée?

20. En résolvant l’équation (1), compte tenu des conditions aux limites, montrer que la température dans l’ailette
est donnée par

T (x) = Te + (T0 −Te)
cosh[m(L−x)]

cosh(mL)
,

où l’on rappelle que cosh x = ex +e−x

2
.

21. Exprimer le flux Φf à travers la section A de la base de l’ailette, en x = 0, en fonction de λ, m, A, L, T0 et Te.

22. L’efficacité η de l’ailette étant définie, comme à la question 1.4, par η= Φf
Φ0

, montrer que

η= λm

h
tanh(mL) .

On rappelle que cosh x = ex +e−x

2
; sinh x = ex −e−x

2
et tanh x = sinh x

cosh x
= ex −e−x

ex +e−x .

20.a) Donner une relation simple entre l’efficacité η de l’ailette de longueur L et l’efficacité η∞ de l’ailette infinie
de même section.

20.b) Représenter
η

η∞
en fonction de la longueur L de l’ailette.

Est-ce intéressant de prendre une ailette la plus longue possible ?

2  Application numérique

On considère une ailette rectangulaire en aluminium, de conductivité thermique λ = 204 W ·K−1 ·m−1, et de di-
mensions a = 2 mm, b = 80 mm et L = 25 mm. La convection se fait de manière naturelle, avec h = 20 SI. La
température ambiante est Te = 20 °C et la température de la pièce à refroidir T0 = 320 °C.

21. Calculer numériquement Dt.

Le nombre de Biot associé à ce système est Bi = hDt

λ
. Donner sa valeur numérique.

L’hypothèse d’une température uniforme dans la section de l’ailette est-elle justifiée?

22. On adopte une modélisation par une ailette de longueur infini. Calculer l’efficacité η∞ correspondante.

23. On adopte une modélisation par une ailette de longueur finie, d’extrémité isolée. Calculer la température T (L)
à l’extrémité, et l’efficacité η correspondante.

24. Discuter des résultats obtenus.
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