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DSne3 Sujet de préparationn° 4

Etude du contact thermique

1 Réponse d’un milieu semi-infini a un choc thermique

On considére un milieu semi-infini (x > 0), de masse volumique p et de chaleur massique c, initialement a la
température Ty. On y étudie la diffusion thermique dans le cas unidimensionnel : T(x, t).

Alinstant ¢ = 0, on impose la température T(0,0) = T, a la paroi x = 0.

La condition initiale (juste avant le choc thermique) s’écrit T'(x,0) = Tp.

La réponse du systéme est étudiée apres un intervalle de temps court (cette condition est discutée en fin de pro-
bleme); la partie du milieu tres loin de la frontiére n’étant pas affecté apres un temps court, les conditions aux
limites s’écrivent T'(0, t) = Te et T (oo, t) = Tp.

On note A la conductivité thermique du matériau, p sa masse volumique et ¢ sa chaleur massique.

1. Etablir 'équation de la diffusion thermique. On introduira la diffusivité thermique a = 1/ (pc) du matériau.

2. On cherche une solution de I’équation de la chaleur sous la forme T'(x, t) = T'(u), oul’on a posé

X
u= .
2vat
2.a) Quelle estla dimension de u (justifier la réponse) ?
2.b) Onpose
T(uw)-T,
T*(u) = g‘
To—Te
Quelle est la dimension de cette grandeur?
Avec la fonction T*(u), comment s’écrivent :
— la condition initiale T'(x,0) = Ty ?
— la condition a la frontiere T(0, ) = T, ?
— la condition a la limite T (oo, t) = Ty ?
3. Montrer que l'on a
d*T* 03T
u =0.
du? du
4. En déduire ! 'expression de a une constante multiplicative prés que I’on notera A.
u
+00
Pl
5. On donne/ e du= g
0

On définit la fonction erreur :

erf(u) = 2 /ue_"zdv
V7 Jo ’

Déterminer completement T (u) en fonction de erf(u).

avec erf(oo) =1 et erf(0) = 0.

6. En déduire I'expression de T'(x, t) sous la forme d'une intégrale.

7. Montrer que le vecteur densité de courant thermique s’écrit

i (X, 1) (T, T)—b e ( —xz )
y p _— X — ,
Jth 0~ le T p dar

ol b est un coefficient appelé effusivité du matériau, que I'on exprimera en fonction de A, p et c.

8. Quelle est la profondeur ¢ caractéristique de la diffusion thermique a I'instant ¢?
Le milieu n’est pas semi-infini, mais de profondeur L. L'étude menée précédemment décrit la réponse du systeme
pour un « intervalle de temps court ».

Donner une condition sur ¢ pour que le modéle du milieu semi-infini reste valable.
Quelle hypothése n’est plus valable aprés un temps plus long?

ar*

1. O =
n pourra poser f(u) au




9. On considére un mur de brique de 10 cm d’épaisseur.

Pour la brique 4 température ambiante, les données sont A = 0,69 W-m~'-K~!; p=1600 kg-m 3 etc=840]-K ! - kg™ .
Le mur est initialement a la température Ty = 1 °C, et on applique en ¢ = 0 a la face x = 0 la température T, = 20 °C.

On représente T'(x, t) en fonction de x a différents instants.
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9.a) Classer les dates t, 2 et f3 par ordre croissant (justifier la réponse).
9.b) La durée la plus grande parmi les graphes précédents est de 1000 s. La condition établie a la question 8 sur ¢
est-elle vérifiée ? Le modele du milieu semi-infini est-il valide ?

2 Mise en contact thermique de deux corps

On considere deux corps semi-infinis, notés 1 et 2, initialement aux températures respectives Ty, et T2, mis brus-
quement en contact thermiques a I'instant ¢ = 0.

On ne s’intéresse a I’évolution du systeme qu’aussitot apres la mise en contact; on est alors en droit de considérer
les milieux comme semi-infinis, comme on I’a montré dans la premiére partie.

Chaque corps est caractérisé par sa conductivité thermique 1;, sa masse volumique p;, sa chaleur massique c;, sa
diffusivité thermique a; et son effusivité b; = \/1;pic;.

Le milieu 1 correspond a x < 0 et le milieu 2 a x > 0, la surface de contact étant le plan x = 0.

1. Par analogie avec la premiere partie, écrire sans les établir les deux équations aux dérivées partielles vérifiées
par Ti(x, ) et Tr(x, 1).

2. 2.a) Que peut-on dire de T1(0, t) et de T>(0, 1) ?

2.b) Que peut-on dire du flux thermique en x = 0? Justifiez votre réponse brievement.

P . 0Ty 0T,
En déduire une relation entre T 0,1 et T 0, 1).
2.c¢) D’apres les conditions initiales, déterminer T;(—oo, 1), T1(x,0) pour x < 0, T>(+00, t) et T>(x,0) pour x > 0.
3. Comme lors de I'étude précédente, on pose

X
Uy = et up= ,
! 2yapt 2 2y axt
et” T — T, T
T} (u) 1~ 1o T () 2— 1o2
Tog - T01 TOl - TOZ
3.a) Montrer quel’'on a
d*Ty 0 30 o o d*T, 3%
+2u;— =0 e +2Uy—= =
duf 'd 1 dug “d 2
3.b) Comment s’écrivent les conditions initiales et aux limites?
3.c) Montrer quel’on a
b ary 0)+Db a1y 0)=0
+ =0.
! du1 2 dug
3.d) Montrer quel'ona
T )+ T, (0)=1.
3.e) Lintégration des équations établies a la question 3.a conduit a
dT; > dT; P
1 —u 2 —u
—=Aje"m et —==Ae "2,
dul ! duz z

ou A; et A, sont deux constantes.
En déduire une relation entre by, by, A; et A.

2. Ces variables sont choisies de facon a garder la symétrie du probléeme.
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3.f) On définit la fonction erreur complémentaire :

2 o0 2
erfc(u) =1 —erf(u) = —/ eV dv.
VT Ju

Exprimer T 1* (uq) et Tz* (up) respectivement en fonction de erfc(u;) et erfc(uy).

3.g) Montrer que A} — Ay =2/\/7.

3.h) Montrer finalement que
Ti(x,)=Toy b

-X
= erfc
To2 — Tor by + b, (Zx/dlt)

et
L(x,)=Tox b

X
= erfc .
To1 — To2 by + b, (Zx/dzt)

3.i) En déduire la température du point de contact en x = 0 en fonction des températures initiales des deux corps

To1 et Tpo, et des effusivités by et bo.
3.j) Que peut-on dire de la température du point de contact si by > b, ?

Leffusivité de la peau est b, = 1600 SI, celle du bois by, = 11 SI et celle de 'acier b, =~ 13000 SI. Expliquer la diffé-
rence de sensation si on touche (Tpeay = 37 °C) un morceau de bois ou un morceau d’acier a la méme température

de 60 °C, peu apres le contact.
Que se passe-t-il sil’on garde le contact plus longtemps?

Ce probléme a été écrit a partir de I'ouvrage Transferts thermique, introduction aux sciences des transferts, de Jean

Taine et Jean-Pierre Petit (éditions Dunod).
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