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Sujet de préparation n° 4 — solution

Etude du contact thermique

1 Réponse d'un milieu semi-infini a un choc ther-
mique

1. On consideére la tranche comprise entre les sections
x et x+dx. Le bilan d’énergie pendant d¢ s’écrit

oT
ch dtSdx =-®(x, ) dt+ P(x+dx)dt

oD 0°T
=——dxdt=1—Sdxd¢
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ot  0x? ~pc|

2. 2.a) De l'équation de la diffusion thermique on dé-
duit immédiatement I’équation aux dimensions :

T '=lalL2.

Onadonc [a] = L?T~'. On en déduit ' [u] =1 :lagran-
deur u est sans dimension.

2.b) On a
sion.

[T*]=1 ; cette grandeur est sans dimen-

— Le couple (x,t = 0) correspond a u — oo; la condition
initiale T'(x,0) = Ty s’écrit alors T* (co) = 1.

— Le couple (x = 0,7) correspond a u = 0. La condition
ala frontiere T(0, t) = T, s’écrit donc T*(0) = 0.

— Le couple (x — o00,0) correspond a u — oo; la condi-
tion T'(co0,0) = Ty s’écrit alors T* (co) = 1.

Les trois conditions proposées se raménent alors a deux
conditions sur T* () :

T*0)=0 et T*(0)=1..
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D’apres la définition de T, on a
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Léquation dela chaleur s’écrit alors apres simplification

d?r* dr*
+2u
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4. Posons f(u) =
L du
dente s’écrit

. Léquation différentielle précé-

df
—+2uf =0,
du uf
soit d
a7 =-2udu.
f
Cette équation différentielle s'integre en
fu)=Ae™™,
soit
dT*(u) 2
=Ae " .
du ¢

5. OnadoncdT* = Ae " du. Compte tenu des condi-
tions aux limites, on a
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D’apreés la définition de la fonction erreur, on a donc
T*(u) = erf(u) |.

6. On adonc

Tx,0)—T. 2 /zr 2
_— = — e du,
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d’ou

T(x,t) = Ts + (T T)Z/”%e—”zdu
’ — 1e 0 e\/ﬁ 0 .



7. Le vecteur densité de courant thermique est donné
par la loi de Fourier

Jih = —/1(;—?
Comme
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en utilisant la définition de a.
Le vecteur densité de courant thermique s’écrit donc

1) = —(To— To)—2 ex (—x—z)
Jth (X, - 0 e \/ﬁ p dat »

avec b= /Apc , effusivité du matériau.

8. Le flux thermique décroit exponentiellement avec
une longueur caractéristique a 'instant ¢: £ = vat .

Si le milieu est de profondeur L, le modéle précédent
sera valable tant que ¢ < L, soit | t < L?/a .

Aprés un temps plus long, on ne peut plus écrire la
condition aux limites T (oo, t) = Ty.

9. 9.a) L'élévation de température se propage dans le
milieu au cours du temps. Onadonc |t <t3< 1t |.

9.b) Avec les données numériques, on calcule [%/a~
20000 s.

Avec t, = 1000 s, on peut dire que t, < L?/a.

La condition établie a la question 8 sur ¢ est bien véri-
fiée, et le modele du milieu semi-infini est valide.

2 Mise en contact thermique de deux corps

1. Lestempératures vérifient les équations aux dérivées
partielles

0T, 0°Ty -0
— =a1—— pourx
ot U 5x2 p
aTZ—a 62T2 our x>0
or 22 P ’
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a=—— et ap=——|
pic1 p2C2

2. 2.a) Latempérature étant continue, on a au point de
contact x=0: T7(0,1) = T»(0, 1) .
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2.b) Ilne peuty avoir accumulation d’énergie dans une
tranche infiniment mince centrée en x = 0. On a donc
continuité du flux thermique en x = 0.

Compte tenu de la loi de Fourier, la relation jth(x =
07,1) = jim (0%, 1) s’écrit

oT, oT.
M—(0,0) = A —==(0,1) .
0x 0x

2.c) Les conditions initiales s’écrivent :
T1(x,0) =Ty et | To(x,0)= Tpy .

Dans le cas de milieux semi-infinis, on a
Ti(—oo,t) =Ty, et | To(oo,t)=Topy .

3. 3.a) Les calculs sont similaires a ceux de la question
1.3;ona

d*T; ) dTy 0 0
+2u;— = our u; <
duf ! du1 p !
et
d*T1y d7y
+2up——=—=0 pour up >0.
du% dug

3.b) Comme les cas x — —oo et t — 0 reviennent a
u; — —oo, les conditions initiale et aux limites dans le
milieu 1 se résumenta | T (-o00) =0 |
De méme dans le milieu 2, on a Tz* (+00) =0 .
3.c) Ona

0T, _ dT; ouy 1 dTy _ Too—Tor dTl*

dx du; 0x _2\/a1tdu1 a 2v/art dug

et
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La condition de continuité (en xp, soit u; 2 = 0) du flux
thermique établie en 2.2.b s’écrit donc

Ay 4Ty A Ty ©)
Vaidu . Vap dup
On a j—% = MTV’;CI = y/A1p1c1 = by (de méme dans le
1

milieu 2), d’ ol

* *

b dr; ) +b d7y 0) =0
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3.d) Soit Ty = T1(0,1) = T»(0,t) la température com-
mune au point de contact (condition de continuité). On
a alors

To— T
To2 — Tor

Tp— To2

T (0) = .
1@ To1 — To2

et T, (0)=
On en déduit| T7°(0) + T, (0) =1 .
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3.e) La relation de continuité du flux établie en 3.c

s’écrit
b1Ay1+bAr =0 .
3.f) Ona
0 +00 )
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Ty (n) = gAl erfc(—uq) |.

3.g) Comme erfc(0) =1, la relation du 2.3.e s’écrit

i pis
_\/_—A2+£A1=1,
2 2
soit
A1 —Ap = 2
1 2—\/7_1-
3.h) On adonc le systeme
Ay —Ay = 2
1 2_\/7_1

b1A1 + bzAz =0

dont la solution est

Ao 22 o 2l
1_(b1+b2)ﬁ 2 (b1 +b)Vw’
On en déduit
* b2
Ty (w) = bt D erfc(—u;)

et
T, (uy) = b erfc(uy)
2l = b1 +b2 2
soit
T (x, £) — Toy b ( -X )
= erfc our x<0
Toz2 — Tox by + b 2vat p
et
To(x, 1) — Toy by ( X )
= erfc ourx >0
To1 — To2 by + b2 2\/ayt b
3.i)) Comme erfc(0)=1,ona
NO,0-Tn by Lx,0)-Ton _ b

= e = .
Too — Tox by + b To1 — To2 by + b

La température de contact vaut
TC(t) = Tl (0’ t) = TZ(Oy t) )

soit
by To1 + by Too

Tc(2) =
c(?) b1+ by

La température de contact, qui s’établit immédiate-
ment apres celui-ci, prend une valeur intermédiaire
(moyenne pondérée par les effusivités des milieux)
entre celles des températures Ty et Ty, des deux corps
en contact.

3.j) Si by > by, on a T, = Tp; : le corps de plus grande
effusivité tend a imposer sa température a I'autre.

corps 1 corps 2 température de contact
peaua37°C | boisa60°C 37,2°C
peaua37°C | aciera 60 °C 57,5°C

La sensation n’est pas du tout la méme!

D’apres le modele utilisé, la température de contact se
maintient indéfiniment dans le temps. En fait, ce mo-
dele reste valable tant que I'’on peut considérer le milieu
comme semi-infini, c’est-a-dire « aux temps courts » tels
que a; t/L% < letap t/L% « 1. Sile contact entre la peau
et un morceau bois dure longtemps, on finit par se br-
ler!
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