PSI Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions 2025-2026

Convergences de suites de fonctions, limites, continuité, dérivabilité : ‘

713]]

nt+ 2t
1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur R vers une fonction a préciser.

Exercice 1 On considére la suite de fonctions dont le terme général est : f, : = —

2. Que dire de f,(n)? Que peut-on en conclure ?

3. Montrer que la suite (f,,) est uniformément convergente sur tout ensemble du type [—a, a].

-1;1] — R

x —  sin(nz)e

—Nn-x

* Exercice 2 CCINP 2024 sans préparation  On considére pour n € N*, f, : {

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [—1;1].
2. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a; 1] avec o €]0; 1], puis sur [0;1].

Exercice 3 P eN“et x>0 fn(2) (Inz)* — 1
xerci our n et x on pose fn(z) = —5——.

P (Inz)?" +1
1. Etudier la convergence simple sur |0; +o0].

2. Etudier la convergence uniforme sur des intervalles inclus dans ]0; +oo|.

nx

Exercice 4 (TPE) On définit, pour n e Net x e R: fp(x) = T 22
1. Etudier la convergence simple de (f,,) sur R.
2. A-t-on convergence uniforme ?

3. Prouver la convergence uniforme sur [a; +o0[, lorsque a > 0.
_ nad
1+ na?

1. Montrer que la suite (fy,)nen converge uniformément sur R.

* Exercice 5 On définit, pour n € Net z € R : f,(z)

2. Montrer que la suite (f],)nen converge simplement mais pas uniformément sur R.

nx2e—nz

Exercice 6 Pour n € N et 2 > 0 on considére f,(z) = —.
f”( ) (1 _ e—a:)Z
1. Etudier la convergence simple sur ]0; +oo].
2. Préciser lim f,(x).
z—0t+
En déduire que (f,,) ne converge pas uniformément sur |0; +ool.
3. Montrer que (fy,) converge uniformément sur tout segment [a;b] de ]0; +o0].

4. Montrer que pour a > 0, la suite (f,,) converge uniformément sur [a; +oo.

—x 1
Exercice 7 Mines-Télécom 2024 Pour n € N, on note f, : z — ﬁ et u, = / fn(x)dz.
n-x 0

Montrer que la suite (fy)nen converge simplement sur [0; 1].
Soit a €]0; 1[. Montrer que (fy,)nen converge uniformeément sur [a; 1].

La suite de fonctions (fy,)nen converge-t-elle uniformément sur [0; 1].

N

Trouver la limite de la suite (uy)pen-
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PSI Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions 2025-2026

x Exercice 8 Mines 2025 OnnoteVn €N, f, :x € R ‘Tn;%x
1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur R* vers une fonction g.

2. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur R™.
+oo

+oo
3. Calculer / fn(z)dz et lirf fn(x)dz. pouvait-on s’attendre & un tel résultat au regard du cours?
0 n—-+00 0

Interversion limite/intégrale ‘

e Exercice 9 CCINP 2019
Soit o € R, on définit la suite de fonctions (f,,) par Vn € N*, Va € RT fo(z) = 2(1 +n% ).

1. Etudier la convergence simple de cette suite (f,) et déterminer sa limite.

2. Pour quelles valeurs de a a-t-on de la convergence uniforme sur R* ?

1
3. Déterminer la limite lim z(1+ /ne "™)dz.
n—+oo Jq

* Exercice 10 entrainement & 'application de la convergence dominée
Etudier la limite de la suite (I,,) définie par :

1 n| +oo in(x +o0

a) I, = / tt_:lltdt b) (M.T. 25) I,, = / md@« o) I, = / et sin® (1)dt

0 0 € € 0

+o0 2,2 —n2g? +oo —a™ +oo d
d) In:/ L e) In:/ © _dz £) In:/ ’

0 I+ {f 0o VT N 0 Ch"(f)

°°  sin(nt) o0 dt , / Rl il
M.T.24) I, = gt h) (MUT.25) I, = = i) (Navale 25 SR

9) ( ) /0 Ttz z® ML ) /0 T2 e V) Wavale 25) | o de

* Exercice 11 idée classique a retenir pour fizer les bornes.
1. Montrer que x — e " In(x) est intégrable sur |0; +ool.
(1—2)"In(z) siz€]0,n]

2. En utilisant T) =
#n() {0 siz>n

n

n +oo
montrer que lim (1 — E) In(z)dzx = / e *In(z)d.
0 0

n—-+4oo n

e Exercice 12 CCINP 2024 sans préparation  Montrer, en établissant d’abord Iexistence des intégrales, que :

1 14 _ —x
fim [ 2 [1 . (1 . 5)”} da = / L=
n—+oo [o n 0 x

+oo
* Exercice 13 CCINP 2025 Pour tout n € N*, on pose I, = /
0

sin(nx)

1+ na? o
1. Justifier I'existence de I,,.

sin(n~1/3t)
1413

1 +00 n1/3

2. Montrer que I, = 5—/3Jn avec J, = / dt.
n 0

t

e

+oo
3. Montrer que la suite (J,,) admet pour limite K = /
0

dt
143

“+oo
4. A Paide d’un changement de variable, montrer que K = /
0
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PSI Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions 2025-2026

T+t ,_ Am
1+ 33
6. En déduire un équivalent de I, lorsque n — 4o00.

5. Montrer que 2K :/
0

e Exercice 14 CCINP 2023
o arctan(n + x)

Pour n € N, on considére l'intégrale I,, = ————*dx.
& 0 Va(n + x)

1. Montrer que 'intégrale I, est convergente.

2. Déterminer la limite de la suite (I,,).

—+o00
3. Calculer dix

o Vz(ntz)

4. En déduire un équivalent de I,, lorsque n — 4o0.

Convergences de séries de fonctions, limites, continuité, dérivabilité ‘

cos(nx)

+o0
* Exercice 15 CCINP 2022 + 2023 On considére la fonction f : x — Z <5
—n +x

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est de classe C'! sur R.

Exercice 16 Mines-Télécom 2024

+oo
Pour tout n € N* et = € [0;1] on pose up(z) = In (1 + E) ~ % et on note S(x) = Zun(x)
n n
n=1

1. Montrer que S est de classe C! sur [0;1].
2. Calculer S'(1).

+o00

Exercice 17 Navale 2024  On pose pour n € N*, f,, : z — T et f= E fn-
netl f
n—

1. Déterminer D, ’ensemble de définition de f.

2. Sur quel intervalle f est-elle continue ?

—+o00
Exercice 18 CCINP 2023 +2024  Soient o> 0 et fo : ¢+ » sin®tcos”t.
n=0

1. Etudier la convergence simple de la série et donner une expression simple de fa(t).

w/2
2. Pour quelles valeurs de «, Iintégrale / fa(t)dt converge-t-elle ?
0

w/2
3. Pour tout n € N, on pose up(a) = / sin® ¢t cos™ t dt.
0

“+o00

Pour quelles valeurs de «, la série Z up (a) converge-t-elle ? Calculer Z Up(3).
n=0
oo (_1)71—1
* Exercice 19 Mines-Télécom 2022 On consideére la fonction f(z) = Z —
‘= nt Inn
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PSI Feuille d’exercices n°7 : Suites et séries de fonctions 2025-2026

Déterminer le domaine de définition Dy de f.
Montrer que f est continue sur Dy.

Montrer que f est de classe C°° sur R*.

W=

Déterminer les limites de f sur Dy.

_1)"
e Exercice 20 CCINP 2024 sans préparation Pour n € N*, on pose g, : y — (=1)

n+ (Inn)y’
1. Etudier la convergence simple de la série Z n.-
+oo
(="
2. Lorsqu’elle existe étudier la continuité de la fonction F : y +— Z _
n+ (Inn)y
e Exercice 21 CCINP 2019 In(z)
. . . N n(x
On définit la suite de fonction (up)n>2 par Vn > 2, Vo € RY, up(x) = T ()’
1. Donner le domaine de définition D de la série des u,,.
On note S sa somme.
2. Montrer que > u, ne converge pas normalement sur D.
+00
3. a. Mont < D.
a. Montrer que Z ug|| < n(n 1 1) sur
k=n+1
b. Montrer que S est continue sur D.
4. Est-ce que S est intégrable sur D7
t
Exercice 22 CCINP 2022 42024 On considére la fonction f: x — Z M.
n?
n=1
1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f admet une limite en +o0o et calculer 1a.
3. Montrer que f est de classe C' sur R*.
4. Calculer lim f'(z).
z—0
5. Quelle est la particularité de la courbe de f 7
1
*x Exercice 23 M.T. 2025 On pose : pour n € N* et € R, uy,(z) = — 55
14+ n%z
+oo
1. Montrer que S = Z Uy est définie et continue sur R*.
n=1
2. Montrer que S est de classe C! sur R*.
2 +oo 2
s 1 1 T
3. Montrer que S(x) e 2 On admetlra que Z 2=
00 1
Exercice 24 Mines-Télécom 2024  On considére la fonction S définie par S(z) = Z — .
— n°w +n

1. Déterminer le domaine de définition de S.

2. La fonction S est-elle de classe C1 sur ce domaine ?
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3. Trouver un équivalent de S en +oc.

“+oo
Exercice 25 Mines-Télécom 2023 Pour n € N* et 2 € R, on pose f,(z) = e V" et f = Z fn-

n=1
1. Donner le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est continue sur ]0; +ool.

1
3. Montrer que Vk € N, f(z) = o ( )

r—+400 xk

+oo
*x Exercice 26 Mines-Télécom 2023  On définit lorsque c¢’est possible f(x) = Z arctan(e”"").
n=0

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. On pose g, : t — arctan(e™ ).

400 Fo0
a. Montrer que / gz (t)dt > f(x) > / gz (t)dt +
0 0

e

b. Montrer qu’ il existe C' € R tel que f(z)

2]Q

x:O
“+o0o

2

Exercice 27 CCINP 2022 Pour tout réel x convenable, on pose f(z) = Z:z:” .
n=1

1. Donner le domaine de définition D de f.
2. Donner le domaine de dérivabilité D’ de f.

3. Donner un équivalent de f en 17. Indication : penser 4 utiliser une comparaison série intégrale.

Interversion série/intégrale ‘

1
* Exercice 28 CCINP 2021 Soit (I,,) la suite définie par I,, = / In(1 + t")dt.
0

1. Montrer la convergence de (I,,) et donner sa limite.

1 (tIn(1
2. Montrer que I,, ~ /n(—i_u)du
0

n—+oo N

U
oo 2 2
1 us s
3. dmet g — = —. Mont L, ~ —.
On admet que . 3 5 ontrer que I, Lo G
n=

Exercice 29 Mines-Télécom 2024

sin(x)

1. Montrer que x — — 1 est intégrable sur |0; +o00].
e —_

2. Pour n € N* montrer que = — sin(x)e™ " est intégrable sur ]0; +o00[ et calculer son intégrale.

+°° sin(x) = 1
3. Montrer que /0 - 1d:c = Z T
n=1
Exercice 30 CCINP 2023
T gin ¢
On considere l'intégrale I = /
o sh(t)
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1. L’intégrale I est-elle convergente ?

. +oo
sint
2. Montrer que Vt €]0; +oo], 10 = 2¢ "sin(t) E e 2" puis écrire I sour forme d'une somme.
s
n=0

+oo > !
Exercice 31 M.T. 2025 On note sous réserve d’existence : [ —/ e “cos(vr)dr, S= Z(_l)n@n')l‘
0 v n)!

Montrer que I et S existent puis que I = S.

1 1—t
* Exercice 32 M.T. 2025 On note f:t— n In (1—1—?5)

1
1. Montrer I'existence de [ —/ f(t)dt.
0

1 2
2. Exprimer f sous la forme d’une série et calculer I, en sachant que Z — = %
n>1 n
: e b, (Int)?
Exercice 33 CCINP 2022 On considére 'intégrale I = t(l t)th.
0 _
1. Justifier I’existence de l'intégrale.
400 1 +00 1
2. M 76 1té 1 N = _ J— .
ontrer I’égalité suivante : I = 2 (Z 3 + Z n2>
n=1 n=1
“+o0o t.?:—l

dt.

e Exercice 34 Mines-Téléecom 2023 On considére la fonction ¢ définie par ¢(x) = / )
e

1. Donner le domaine de définition de ¢.
2. Etudier la continuité de .
+oo (_1)77,—1 +o0
3. Montrer que Vz > 0, p(x) = I'(x) Z ~——— avec I'(z) = / t*le~tat.
n 0

n=1

Exercice 35 CCINP 2024-2025 avec préparation L’objectif de I'exercice est de démontrer la formule suivante :

1 2 42 +oo 1 2 42
/ In(t) In(1 = ¢ )dt = Z 2z et d’en déduire une valeur de [ = / In(t?) In1 — t)
0 t2 n(2n — 1)2 0 t2

dt.

1. Montrer que l'intégrale précédente est convergente.

t+oo 2n
L. . . t
2. Donner la décomposition en série entiére de In(1 —¢2). Réponse : Vt €] — 1,1[, In(1 — ?) = -
n=1
~ 22" 2 nzx sz €]0;1]
3. On pose pour tout n € N*, f, 1 x +— n LR
0 sixz=0

Etudier la convergence normale de la série Z frn sur [0;1].

1
2
4. Montrer que A fn = m
5. Conclure soigneusement.
2 b
6. Déterminer a, b, c trois réels tels que Vn € N*, m = % + o 1 + @n i e
7.

En déduire une expression de I.

Quentin Dufour 6 Lycée Jean Perrin, Lyon



