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Chapitre VII : Suites et séries de fonctions :

e Suites de fonctions :

* La convergence simple : (f,,) cvs vers f sur I siVz € I, |fn(z) — f(2)] 2 0.
n——+00o

* La convergence uniforme : (f,) cvu vers f sur I si||fn — flloor — 0.
n—-+oo

— Si (fn) est une suite de fonctions continues sur I qui cvu sur (tout segment de) I vers f alors f est continue
sur [.

% La convergence préservant la classe C*.

— Siles f, sont de classe C! sur I, (f,,) converge simplement vers f sur I et (f/) converge uniformément vers
g sur (tout segment de) I alors f est de classe C! sur I et f' = g.

— Siles f, sont de classe C* sur I, (f,gl)) converge simplement vers f; sur I pour tout i € [0;k — 1] et (f,(Lk))
converge uniformément vers f;, sur (tout segment de) I alors fy est de classe C* sur I et fol) = fi.

b

b
e Interversion limite et intégrale : sous quelles conditions a-t-on lim fa(t)dt = / lim f,(¢)dt?
n—-+oo a a n—-+oo

* Avec de la cvu sur un segment : Si (f,,) est une suite de fonctions continues sur [a;b] qui cvu sur [a;b] vers f

b b
alors f est intégrable sur [a;b] et Erj_l / fa(t)dt :/ f@)de.

* Le théoréme de la convergence dominée : Si (f,,) est une suite de fonctions continues (par morceaux) sur I qui
cvs sur I vers f elle aussi continue par morceaux sur I. Si de plus il existe une fonction ¢ positive, continue par
morceaux et intégrale sur I vérifiant Vn € N, Vt € I, |f.(t)| < o(t) alors f et les f,, sont intégrables sur I et

RETOO/Ifn(t)dtz/If(t)dt.

e Séries de fonctions :

* La convergence simple. La série > f,, cvs sur [ si Vo € I, Y f,(z) converge.

—+oo
* La convergence uniforme. La série > f,, cvusur I si Y f, cvs sur I et Z fn n—>_4>-oo 0.
k=n+1 00,1
* La convergence normale. La série > f,, cvn sur I si Y || fn|lco,r converge.
* On a cvn = cvu = cvs.
—+oo
* Siles f,, sont continues sur I et que Y f, cvu sur I alors Z fn est continue sur I.
n=0
+oo
* Si pour tout n € N, f,(x) el L, et si > fn, cvu sur I alors la série an converge, Z fn admet une limite
n=0

+oo “+o00
finie en a et }g}lz%fn(x) = Z)En.
n= n=

+oo
% Si les f,, sont de classe C! sur I, si an cvs sur I et si fol cvu sur [ alors Z fn est de classe C! et

n=0
400 ! +o00
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% Si les f,, sont de classe C* sur I, si Z f,(f) cvs sur I et si Z f,gk) cvu sur I alors Z fn est de classe CF et

te N 4o "
(z fn> B
n=0 n=0



Questions de cours :

— Montrer qu'une boule fermée d’un espace vectoriel (E, N) est une partie convexe de E.
— Citer correctement un théoreme du chapitre sur les suites et séries de fonctions.
+oo 1
- OnnoteC:xHZﬁ.
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a. Montrer que ¢ est continue sur |1; +oco].
b. Déterminer la limite de {(z) en +oc.



