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TD phénomenes de transport

Jean

Perrin E. SAUDRAIS

Dynamique des fluides

2 — Courroie sur un film d’huile

1. On a un profil linéaire de vitesse v(y), avec les
conditions aux limites

v(y=0=0 et v(y=h)=V.

On en déduit le champ des vitesses

N
ex.

Ly
=L
s

La force exercée par le fluide sur la surface S = Lb est
donnée par

- dv - v 5
Fisc = _nd_y(h)Lb ey = —%Lb €.

Sa puissance vaut alors

Pyswe=F -V&,= - Lb.

Il faut fournir la puissance opposée pour maintenir la
vitesse de la courroie constante, soit

nv?
p=1"1p .
h

En supposant un profil de vitesse linéaire dans la
couche d’huile, déterminer la puissance P a fournir
pour maintenir la vitesse de la courroie constante, en
fonctionde h, L, V, b etn.

2. Application numérique :

0,40 x (2,5)2
p=—_—""""

3x10-2 x 2 x 0,60
X

soit | P=100W .

3 — Freinage d’'un bloc

1. Les conditions aux limites sont
v(0)=0=b et v(e)=Vy=ae,
d’ou
z
v(z) =Vp— .
e

2. Laforce exercée par un fluide sous une surface S est

— dv —
F=-n—Su
77dz o
soit
— 1%
F=—T]—OSTZX
e

3. PFD en projection selon 7, appliqué au bloc :

dv V(1)
m— =-n——-=3S,
dr n e
soit
dv v(» me
—+—=0 avec T=—.
det T nS

Avec V(0) = Vp, on obtient | V(£) = Vye /T .
En intégrant, on obtient x(f) = —tVpe /" + A.
Avec x(0) = 0, on obtient x(£) =7V [1—e~!'T].
On a alors }H&X(I) =1V = L, d’ot1 la distance d’arrét
I meV
nS

Viscosité dynamique de 'eau:n = 1073 PL

On calcule

_30x107%x2
C1x1073x400x 1074’

soit | L=1500m | .

5 — Couple sur un disque en rotation

Nous allons considérer les actions visqueuses s’exer-
cant sur la partie supérieure du disque. Par symétrie,
les actions s’exercant sur la partie inférieure sont iden-
tiques.
A une distance r de l'axe, la vitesse d’'un point du
disque est

7 —

V=rQey

en coordonnées cylindriques.

Le champ des vitesses dans I'huile est de la forme 7 =
=g 2 e e . .

v(r, z) ey et vérifie les conditions aux limites

v(irb0)=rQ et v(rh)=0

en prenant z = 0 sur la face supérieure du disque (cf.
schéma).
Le profil de vitesse étant linéaire (selon z), on a donc

ov _ v, h) — v(r,0) . rQ

0z h-0 - h’
Considérons un élément de surface élémentaire en co-
ordonnées polaires

dS =rdrdo?e,

a la distance r de l'axe, centré en M(r,0).
La force exercée par le fluide sur cette surface est

- 0 N Q N
dFsyp = +176—Zd8 eg = —n%rdrd@ €g.
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Le moment exercé sur cette surface est
— — — s rQ >
dlsup =OMAdFspp=r1€;A —1]7 rdrdf eg
Q
= —nzrs drdoe,=dre,.
Le moment total exercé sur la face supérieur vaut donc

On en déduit le moment total exercé sur la face supé-
rieure :

Q R 2n QR4 Q
P:—n—/ r3dr/ dH:—n——Zn:ﬂR“.
0 0

Par symétrie, on a sur la face inférieure ! dfmf = dﬁsup,
et le couple est identique.

Le moment total est donc f) =T¢, ol le couple total
exercé par les forces visqueuses sur le disque s’écrit

6 — Oléoduc

1. Lavitesse débitante est définie par Q = UnR?, d’ol1

Q _ 36/3600

U= =
TR? 7 x(8x107%)2

soit U=0,5m-s"! .

2. Ona
8nL
Py—Pg=R,Q avec Q=——
R4
d’ou
R* 5 mx(8x1072)4
X

/2
=(Pp—Pp)——=2,6x
O Yoy 8 x 36/3600 x (2 x 10%)
soit |7=0,21 Pl .
La viscosité cinématique vaut v =
n=23x10"*m?.s7! .

n/p, soit

3. Le nombre de Reynolds vaut

_Ux(R) _0,5x16x1072

Re
% 2,3x107%

soit Re = 3,5 x 102,
On est bien dans le domaine d’'un écoulement lami-
naire.

4. On a similitude entre les deux écoulements s’ils ont
méme nombre de Reynolds; il faut donc

_ VeauRe (9x1077) x (3,5 x 10%)
"y 2x2

soit | Rp =79 pm .

7 — Mesure de viscosité par lecture d’'une
carte des vitesses

D’apres la carte des vitesses, le champ des vitesses est

delaforme ¥ = v(x, y) €.

On considere une « particule de fluide » de cote y», cu-

bique, de 1 cm de coté.
L'accélération de la particule de fluide est donnée par

ov(x,y2) -

—
d=(V-grad)V = v(x, y») €.
0x

On mesure sur la carte

6
v(x1,y2) = e 0,1=0,15m-s" "

et
7
v(Xx2,Yy2) = 1 x0,1=0,175m-s" ..

On peut estimer

ov(x,y2)  v(xp,y2) —v(x1,y2) 0,175-0,15
ox T 55x 1072
=0,455s"".

X2 —X1

On en déduit 'accélération de la particule de fluide :

ov(x, y2)

=0,15x% 0,455
0x

a=v(xy,y2)
=6,8 x 1072 m-s72.
La force visqueuse exercée sur la face supérieure de

section S de la particule de fluide par le fluide au-
dessus est

= ov(x,y) -
Fsup :77( ¥ ) S
sup

ay X

avec S=1x10"* m?.

On peut estimer
( v (x,y) ) _
ay sup

10 B
v(x1,y3) = T x0,1=0,25m-s

v(x1,y3) —v(x1, y2)
Y3—)2

avec

soit

=10s7"'.

ay 1072

On a donc la composante

(av(x,y)) ~0,25-0,15
sup

Faup=nx10x10"*=107%p.

De méme, la face inférieur recoit du fluide en dessous
la force visqueuse

- ov(x,y)
inf = —Tl( 4

F ) Sey,
ay inf ’

1. On aun signe — car le fluide est sous la plaque, mais le gradient de vitesse est lui aussi opposé.
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On peut estimer
(6v(x, y)) _ v, ye) —vla, y)
0y Jint V2=
avec

4
v(x, 1) = Z x0,1=0,1 m-s_l,

(Ov(x,y)) ~0,15-0,1 5!
0y o 1072 '
On a donc la composante

Fipf=-nx5x 1074 =-5x 10_417.

En notant ¢3 = 1x 107® m™3 le volume de la particule
de fluide, le principe fondamental de la dynamique
projeté selon €, s’écrit

“£3a=Fsup+Finf,
soit
1500 x (1 x107%) x (6,8 x1072) = (102 =5 x 10™%)n

dou |n=0,2Pl .

8 — Fioul dans une conduite
1. Enr=D/2=0,15cm, on calcule
v(D/2)=2x10"*m-s'~0m-s!.

La loi est bien cohérente avec la condition sur la paroi
(vitesse nulle).
Le débit volumique est donné par

0,15 0,15
DV=/ v(r)2nrdr :471/ (r—44,44r3)dr
0 0

(0,15)2
2

44,44 .
-— 019

=47

La vitesse moyenne est donnée par Dy = 7(0,15)2 Vmoy»
d’olt

1

1
Vmoy =4 [5—11,11(0,15)2 =1m-s .

La loi de vitesse est donc cohérente avec la vitesse
moyenne donnée.

. . 2
2. Le débit volumique vaut Dy, = vmoynDT, soit

Dy=70,7x103m3-s71=70,7L-s7! .

3. Unécoulement est dit laminaire quand les lignes de
courants sont rectilignes, paralléles entre elles (a une
dimension). Un écoulement a des chances d’étre lami-
naire si le nombre de Reynolds est tel que Re < 2000.

Ici, on calcule

UmoyD

Re = =6x10%.

v

On a Re > 4000 : ’écoulement sera sans aucun doute
turbulent.

2. Dérivée droite car v ne dépend que de r.
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4. On écrit la contrainte tangentielle visqueuse :

— dv >
dFi_se= —na dSe,

ou dS = 2nrdz est la surface latérale considérée. Le
gradient de la vitesse normal a cette surface est la com-
posante radiale? Q Le fluide intérieur correspond
au fluide « en-dessofls » dans la formule du cours : ici
d—: < 0; le fluide intérieur va plus vite que le fluide ex-

2 . R
térieur, et exerce sur ce dernier une force selon + e .

On adonc

— dv >
dFise= —Znnra dze, .

5. Sur toute la paroi, la force due a la viscosité est don-
née par

— D dv >
F = _ZEUEE(D/Z)L e,

D D__, 2, >
= _27”75(_4)44'44EL e,=88,88tnD"Le,.
Avec 1) = v, on calcule F = 88,88 uvD? L soit
F=11x10°N .

6. Les lignes de courants sont rectilignes, selon I'axe
Oz de la conduite; en régime stationnaire, elles s’iden-
tifient aux trajectoires des particules de fluides. Ces
dernieres ont donc un mouvement rectiligne et uni-
forme : leur accélération est nulle, ainsi donc que la
somme des forces appliquées (d’apres le PFD).

dp
Se reporter au cours : on a montré que P est une
z

constante, c’est-a-dire que la pression est une fonction
affine de z.

Considérons le pellicule cylindrique de longueur L,
comprise entre r et r + dr. Toutes les particules de
fluide quila constitue ont une trajectoire rectiligne uni-
forme; la quantité de mouvement de ce systéme étant
constante, la somme des forces appliquées est nulle :

dF,(0) +dFp (L) + dFyisc = 0.

La composante selon €, de le force de pression en
amont vaut

dF,(0) =2mrP(0)dr.
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La composante selon ¢, de le force de pression en aval
vaut

dF, (L) = =2nrP(L)dr.

La résultante des forces visqueuses s’écrit en ajoutant
la résultante sur la face interne de surface S(r) etla face
externe de surface S(r +dr) :

dv

dv
dFyisc = — S(r)+n|—
visc n(dr)r (r) n(dr)r+dr
d (S( )dv)d
=n—|S(r)— | dr
ndr dr
soit comme S(r) =2nrlL,

dFyisc =2 Li(r@)
vise = TNL " ar |

Le bilan des forces conduit alors a

d( dv
0=2xr[P(0)-P(L)]dr+ 2m)Ld— (r_) dr

r\ dr
d’ ol
PO -pPy=-1=4 (rd”)
o dr\ dr)’
On calcule
dv dv 9
— =—4x44,44r; r— =-4x44,44r
dr dr
d’ou1
1d ( dv) 8
—— |r—|=——x44,44r = -8 x 44,44.
rdr\ dr r

On en déduit I'écart de pression entre I’entrée et la sor-
tie du tuyau :

P(0) - P(L) = 8 x 44,44nL = 356 VL.

On calcule | AP =1,55%10%Pa .

9 — Viscosimeétre de Poiseuille

1. On va considérer que la section S du réservoir est
grande devant la section 74 du tuyau (ce qui revient a
considérer R > a comme le suggere la figure).

De la conservation du débit volumique on déduit que
la vitesse du fluide dans le réservoir est tres faible de-
vant la vitesse du fluide dans le tuyau.

Nous pouvons dont faire 'hypothese que le fluide est
quasi-au repos dans le réservoir.

L'écoulement est lent dans le tuyau, donc nous allons
supposer que cet écoulement est laminaire.

Enfin, le jet sort du tuyau a 'air libre, donc la pression
ala sortie du tuyau est Py, pression atmosphérique.
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2. Laloidel’hydrostatique s’applique dans le réservoir
(fluide au repos), donc la pression dans le fond du ré-
servoir est

Py =Py + /.tgh .

Cette pression se retrouvant a ’entrée du tuyau, la sur-
pression entre 'entrée et la sortie du tuyau est

AP:P1—P0:ugh.

Lhypothese d'un écoulement laminaire permet d’ap-
pliquer laloi de Poiseuille donnant le débit volumique :

4 4

na
8nL

ma

D = = —_—
v 8nL

AP ugh.

On en déduit la vitesse débitante dans le tuyau par
Dy =na?U, d ot

ha?
u=HIL
8nL
En fait, le niveau h(¢) baisse tres lentement dans le ré-
cipient; la vitesse d'un point de la surface libre est donc

dh
Vsl=—a-

Attention au signe, h(t) diminue quand le récipient se
vide!

La conservation du débit volumique entre le récipient
etle tuyau s’écrit

VanR? =Una®.

On a donc

Lan_a_ gd

dt  ~ R? 8nLR?

h(t).

soit en notant v = 1/ u la viscosité cinématique

dh h( 8vLR?
—+——=0 avec T=——
dt 7 ga*
La solution est
h(t) = hge /7 .
3. Ondonne
h
h(Af) = hge 817 = 2
2
d’ou
8vLR?
At=1In2= 7 In2.
ga
On en déduit
e Atga®  59x60x9,8x(0,5x1073)*
" 2LR2In2  8x0,5%(2x1072)2In2

soit v=2,0x10"6m2.s71 .
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4. Lavitesse débitante varie au cours du temps. Calcu-
lons sa valeur maximale, en t =0:

_ ughoa® _ ghoa—2 _ R* hy

U = —In2
8nL 8vL a’ At
2x 1072 2 6x1072
= 1n2
0,5x1073) 60x59

soit |Up=19mm-s~! .
Le nombre de Reynolds associé a I'écoulement dans le

tuyau est
_ 2aU _

v

Re 9,4~=10.

Cette valeur est bien compatible avec un écoulement
laminaire.

10 — Ecoulement sanguin

1. Le débit volumique est donné par

R R 3
DV:/ anv(r)dr:ZnB/ (r——z) dr
0 0 R

5 B(R2 34) nBR?
= 27T —_—— = —.
2 2R? 2

On a donc
5o 2Dy
TR2 |

2.a) Le fluide exerce sur une longueur dz de paroi la
force

d
dF:—n(—v) 2nRdz.
dr R
Ona
dv_ 2B _ 4Dy
dr  R? TR’
dou 4D 8D
\' A\
dF:nnRgandz:n 72 dz.

Pour une longueur L, la résultante est donc
L
F= 8TlﬁDv .

2.b) On a F > 0: cette force est dans le sens de I'écou-
lement.

3. La quantité de mouvement du fluide contenu dans
une longueur L de tuyau étant constante, la somme
des forces exercées est nulle. Selon la 3¢ de Newton, le
tuyau exerce sur le fluide la force -F, opposée a celle
exercée par le fluide sur le tuyau. Selon Ox, on obtient
alors

0=P.S—P;S-F,

d’ot1, comme S = 7R?
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4. Compte tenu de 'expression de F établie précé-
demment, on a

L
Pe= Py =8n— Dy = RuDy,
d’ou
_8nL

Ry = .
b= TR

11 — Sténose

1. L'écoulement étant incompressible, la diminution
de la section dans la zone sténosée se traduit par une
augmentation de la vitesse.

2. Nous allons faire I'hypothése d'un écoulement la-
minaire stationnaire. On se raméne donc a un écoule-
ment de Poiseuille.

La résistance hydraulique de chaque partie saine du
vaisseau est

_8nL
W R
La résistance hydraulique de la partie sténosée est
8nLs
Rhs=———.
hs R}

Les trois segments étant associés en série, la résistance
équivalente est donnée par Ry, = 2Ry, y + Ry g, soit

On peut alors écrire
AP =RyQ,

d’ou I'expression du débit volumique

_nmAP 1

8 2L+ IL?_Z‘ '
On calcule
% & (g(inmﬂ) 7x10° 1 g7 =39x1070m’ s
6x1073)* 7 (2x1079)

soit | Q=3,9 mL-s7! |,
3. Le nombre de Reynolds dans les parties non sténo-

sées s’écrit
pUV2R

n
ol1 la vitesse moyenne est donnée par Q = vrR?. On en
déduit Re=72 .
Dans la partie sténosée, on a de méme

PU'2Rg

Re

Re' = =220.

Dans les deux cas, I'hypothése d'un écoulement lami-
naire est pertinente.

4. La vitesse d’écoulement étant plus grande dans la
partie sténosée, on peut détecter cette différence de vi-
tesse par échographie Doppler.

5/7



TD phénomeénes de transport

Dynamique des fluides

15 — Montée de lave

1. Le liquide étant incompressible, son écoulement
I'est aussi; on a donc
=

0
diV7=a—U=0 et U=
z

v(r)?z .

La vitesse ne dépend que de r.

2. Nous allons calculer v(r) pour en déduire le débit.
Considérons comme systeme le tube de rayon r,
d’épaisseur dr, compris entre z et z +dz.

Sa section est donc dS = 2nrdr et son volume dr =
2nrdrdz.

Les particules de fluides ont un mouvement rectiligne
uniforme (lignes de courant rectilignes, égales aux tra-
jectoires en régime stationnaire) ; leur accélération est
donc nulle.

Le principe fondamentale de la dynamique s’écrit
alors, en projection selon Oz

0=P(z)2nrdr — P(z+dz)2nrdr —pg2nrdrdz

dv
+n2n(r +dr) (d—)

I Jr+dr

dv
d 2 d
z—1n nr(dr) z
oP d
Y nrdrdz—pg2nrdrdz+ m’dr [rdr] drdz

soit apres simplification

dv
dr

dp nd

dz  rdr BLCE

Le premier membre de I'égalité est indépendant de r
tandis que le second est indépendant de z; ces deux
termes sont donc égaux a une constante. La loi P(z) est
donc affine; en particulier

dP _ P(h)—P(0) _ Py— Pin
dz h-0 B h '
On a donc
nd r@ Py Piy
dr | dr  h
soit
d dv 1 [P B . h]r
dl’ di‘ 77]'1 0 1nf g

Intégrons une premiere fois :

dv 1
rdr o h[PO Pint+ pgh] P+ A,
soit
v _ [Po — Ping + h]r+é
dl‘ 217h 0 inf+ 0§
Comme dv/dr doitrester finienr =0,ona A=0:
dv
Py— Pjye+pgh
dl‘ Znh[ 0~ Finftp§ ]

CPGE PSI 2024-2025

Intégrons une seconde fois :

v(r) = Po— Ping+pgh| r* +B.

T

La condition v(R) = 0 permet d’écrire

v(r) = [Ping— Po— pgh] (R* - 1?).

1
4nh

Le débit volumique est donné par

5
Q= / 2rnrv(r)dr

27
4nh(me Po—pgh/ (rR?> = r¥)dr
/4 ,R? R*
= Pini—Py—pgh) |R>— - —
217h( inf 0— P8 )( 2 4)
soit
TR*
Q 8 h(plnf PO_pgh) .

» On aurait pu prendre comme systeme le cylindre de
rayon r et de hauteur dz. Le principe de la dyna-
mique donne alors

d
0= P(z)nr2 —P(z+dz)7rr2 —pgﬂr2 dz+nd—Uandz
r

d’ol1 avec le méme raisonnement que précédem-
ment

dP_ +277d1/ PO_Plnf
dz pg r dr h
On arrive alors directement a
dv 1
— =——(Py— Pips+ pgh
dr Zﬂh( 0 inf T 08 )r

faisant ’économie d'une intégration.
3. On calcule

7 x10*

T 8x20x 103 x 5000
x (2 x10° x 10° = 10° — 2700 x 9,8 x 5000)

soit | Q =2,7 x 103 m3-s7! .
La vitesse est maximale au centre :
Pinf_PO_pgh 2
Umax = Re.
fmax inh
On calcule | Vpax=17m-s' .
La vitesse débitante est donnée par Q = mR?u, d’oit
u=85m-s! .
4. Le nombre de Reynolds est donné par
Ppu2R

n

Re =

On calcule | Re=23 .
Lhypothese d'un écoulement laminaire est cohérente.
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21 — Viscosimetre

1. Le champ des vitesses proposé vérifie
divy =0.

Il correspond bien a un écoulement incompressible.

I doit de plus vérifier 'adhérence du fluide aux parois
mobiles.

Un point M(r,8,0) du disque inférieur a une vitesse
TM) =rw €.

Le champ des vitesses proposé permet de vérifier la
continuité au contact de ce disque, avec

w(z=0)=w;

De méme, un point M(r, 0, e) du disque supérieur a une
. —> —

vitesse v (M) =rw; ey.

Le champ des vitesses proposé permet de vérifier la

continuité au contact de ce disque, avec

w(z=2)=w>

2. Considérons un volume élémentaire compris entre
retr+dr,0et0+df, zet z+dz. Lasurface de ses sec-
tions inférieure et supérieure est dS = rdrdé.

Il subit de la part du fluide situé au-dessus, sur sa face
ala cote z+ dz, la force de viscosité

— dv
dF+:+n(—) dSeyp.
2 Jz+dz
La force de viscosité exercée par le fluide situé en des-
sous sur sa face a la cote z est

- d
dF_ :—n(—v

dsey.
dz )z °0

La résultante des forces de viscosité est donc

— dv dv
dF = (—) —(—) rdrdfey
7 dz z+dz dz z
soit
g d2 —>
dF :nd—z’z’rdrdedzeg :

3. En régime stationnaire, les trajectoires des parti-
cules de fluide s’identifient aux lignes de courant; ces
dernieres sont des cercles d’axe Oz. Les particules de
fluide ont donc un mouvement circulaire uniforme (la
vitesse, ne dépendant pas de 6, reste constante sur une
ligne de courant).

Par symétrie, la pression ne dépend pas de 6. Les seules
forces s’exercant selon €y sont les forces de viscosité.
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La composante selon €y de I'accélération étant nulle,
le principe de la dynamique en projection selon €
s’écrit )
d v
0=n——rdrdfdz
Taz2

soit
d?v

dz?
Avec v(r, z) = rw(z), on en déduit

d*w

dz?

4. Léquation précédente admet pour solution géné-
rale

w(z)=Az+B.
On a d'une part
w(0)=B=w;
et d’autre part
we)=0=Ae+w;.
On adonc
z
w(z) =w; (1— —) .
e

On se place en régime permanent, dans le cas ot w, =0
et wy # 0. Calculer le couple I' subi par la plaque 2.

Le fluide exerce sur 1'élément de surface dS de la
plaque 2 le moment

dT =dl'8, = OM A (- n)(d) dsey
dz z=e
dlro(2)] | -, w N
:—rn—dz dSez=rn(—r?1)dSez

dl“:n%rzrdrd&

Le couple total est donné par
nwi 3 o nw, e*
r- / ar [ a0 =124 %o

T
nwi Sl
2

soit

Ir—

» On peut mesurer I' en reliant la plaque supérieure
a un cable de constante de torsion C : la plaque
tourne d’un angle 644 a I'équilibre, avec Cgq =T
On peut alors en déduire la valeur de ) : c’est le prin-
cipe du viscosimetre de Couette.
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