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TD bilans Relation de Bernoulli — solution

1—  Rétrécissement d’un jet liquide
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On considère un écoulement stationnaire d’un fluide
parfait incompressible dans le champ de pesanteur : on
peut donc appliquer le théorème de Bernoulli entre les
points A et B sur une même ligne de courant.
L’axe Oz étant descendant, il faut écrire

P (A)

µ
+ v2

0

2
+0 = P (B)

µ
+ v2(z)

2
− g z .

Le jet étant libre, on a P (A) = P (B) = P0, d’où

v2(z) = v2
0 +2g z ,

soit

v(z) = v0

√
1+ 2g z

v2
0

.

La conservation du débit volumique entre la sortie et la
cote z s’écrit

Q =πa2v0 =πr 2(z)v(z) .

On en déduit

r (z) = a(
1+ 2g z

v2
0

)1/4
.

2—  Phénomène de cavitation

1. On applique la relation de Bernoulli sur la ligne de
courant joignant les points A et B :

P (A)+ρg zA + 1

2
ρv2

A = P (B)+ρg zB + 1

2
ρv2

B .

À la surface libre, on a P (A) = P0. Le point B étant
dans un jet libre, P (B) = P0. La hauteur d’eau étant

constante, on a v A = 0. Avec zA = H et zB = 0, on en
déduit la vitesse v = vB de sortie :

v =√
2g H .

On calcule v = 56,6 m · s−1 .

Le débit volumique vaut

Dv =π
D2

4
v .

On calcule Dv = 4,0 m3 · s−1 = 4000 L · s−1.

2. On applique la relation de Bernoulli le long de la
ligne de courant joignant les points A et C :

P0 +ρg H = P (z)+ 1

2
ρv2

C +ρg z .

La section de la conduite étant identique en B et en C ,
on en déduit

v2
C = v2

B = 2g H ,

d’où
P (z) = P0 −ρg z .

La pression décroît quand on s’élève dans la conduite.
Le phénomène de cavitation se produit pour

P (zc) = P0 −ρg zc = Psat ,

soit pour

zc = P0 −Psat

ρg
= 9,8 m .

3. Pour remédier à ce problème (pouvant provoquer la
rupture de la conduite), on visse à l’extrémité aval une
tubulure de section décroissante (injecteur), de dia-
mètre de sortie d < D , avec d = 15 cm.
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3.a) Le point E étant au niveau de la sortie, donc d’un
jet libre, l’application de la relation de Bernoulli le long
de la ligne de courant joignant les points A et E conduit
de même à

vE =√
2g H .

Le débit volumique s’écrit

Dv =π
d 2

4
vE = 1,0 m3 · s−1 .
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3.b) La conservation du débit volumique entre les sec-
tions B et E donne vC D2 = vB D2 = vE d 2, d’où

vC =
(

d

D

)2 √
2g H .

La relation de Bernoulli appliqué le long de la ligne de
courant joignant les points A et C s’écrit alors

P0 +ρg H = P (z)+ 1

2
ρv2

C +ρg z

= P (z)+ρg H

(
d

D

)4

+ρg z

d’où

P (z) = P0 −ρg z +ρg H

(
1− d 4

D4

)
.

La pression vaut Psat à l’altitude

zsat = P0 −Psat

ρg
+H

(
1− d 4

D4

)
= 160 m,

hauteur inaccessible dans la conduite. L’embout a per-
mis débiter la cavitation en réduisant la vitesse dans la
conduite.

3—  Débit d’un siphon

1. On écrit la relation de Bernoulli entre un point de la
surface libre et un point du jet libre de sortie :

P0

µ
+0+0 = P0

µ
− g H + v2

2

d’où

v =√
2g H .

2. La vitesse v est constante dans la conduite de sec-
tion constante (conservation du débit volumique de
l’eau incompressible) ; la relation de Bernoulli entre le
point M et un point du jet de sortie s’écrit

P (M)

µ
+ g h + v2

2
= P0

2
− g H + v2

2
,

d’où
P (M) = P0 −µg (H +h) .

On doit avoir P (M) > 0, d’où

H < P0

µg
−h .

ä Rigoureusement, on devrait écrire P (M) > Psat,
mais Psat ¿ P0 d’où l’approximation effectuée.

3. La vitesse maximale est obtenue pour

Hmax = P0

µg
−h ,

soit

vmax =
√

2

(
P0

µ
− g h

)
Le débit maximal correspondant est

D ·max = πD2

4

√
2

(
P0

µ
− g h

)
.

On calcule

Dmax = 8,7×10−2 m3 · s−1 = 87 L · s−1 .

La cote de la sortie du siphon vaut alors

Hmax = 6,2 m .

5—  Vidange

On note Oz la verticale ascendente.
On considère en première approximation l’écoulement
comme stationnaire en négligeant la vitesse des points
de la surface libre, en supposant S0 Àσ. La relation de
Bernoulli entre un point de la surface libre et un point
du jet libre en sortie s’écrit alors

P0

µ
+0+ g z = P0

µ
+ v2

2
+0

d’où la vitesse de sortie

v =√
2g z .

Dans un second temps, nous allons prendre en compte

la vitesse −dz

dt
des points de la surface libre pour écrire

la conservation du débit volumique (liquide incom-
pressible) entre la surface libre et l’orifice de sortie :

Dv =−S(z)
dz

dt
=σv

d’où
zα−1/2 dz =− σ

S0

√
2g zα

0 dt .

Le temps de vidange entre les altitudes z1 et z2 < z1 vé-
rifie alors

ˆ z2

z1

zα−1/2 dz =− σ

S0

√
2g zα

0 T ,

soit [
zα+1/2

α+1/2

]z2

z1

=− σ

S0

√
2g zα

0 T .

On a alors

T = S0

σ

√
2

g

1

(1+2α)zα
0

[
zα+1/2

1 − zα+1/2
2

]
.
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On a alors

T = K (z1 − z2) pour α= 1

2
,

avec K = S0

σ

√
2

g

1

(1+2α)zα
0

.

ä On peut répondre directement à la deuxième ques-
tion avec moins de calculs, à partir de la relation is-
sue de la conservation du débit volumique

dz

dt
=− σ

S0

√
2g

zα
0

z1/2−α .

Il faut
dz

dt
= cte pour avec une hauteur variant de

façon affine avec le temps, soit α = 1/2 pour que la
dérivée précédente ne dépende plus de z.

6—  Contracté du jet

1. La relation de Bernoulli s’applique pour un écoule-
ment parfait, stationnaire, incompressible et homgène.

On considère une ligne de courant entre la surface libre
et l’orifice de sortie (jet libre à la pression P0). On ob-

tient la formule de Torricelli v =√
2g H .

Pour H = 1,0 m, on a v = p
2×9,8×1 soit

v = 4,4 m · s−1 .

2. Trajectoire balistique, correspondant à #»a = #»g . Base
Ox vers la droite, O y ascendant, origine en bas à droite
du récipient.

On a ẍ = 0, soit ẋ = v et x(t ) = v t . D’autre part ÿ =−g ,

soit ẏ = −g t et y(t ) = −1

2
g t 2 +h (vitesse initiale hori-

zontale).

On élimine le temps, d’où y(x) = − g

2v2 x2 + h. On a

y(L) = 0, d’où L = v

√
2h

g
.

On calcule la vitesse correspondant à la mesure :

v = L

√
g

2h
= 4,4 m · s−1 .

On retrouve bien la vitesse obtenue précédemment.

3. Le débit volumique est Q = v ′σ= V

T
, d’où v ′ = V

σT
.

Avec σ=π
d 2

4
, on a v ′ = 4V

πd 2T
.

On calcule v ′ = 4×10×10−3

π×(1,5×10−2)2×27
, soit v ′ = 2,1 m · s−1 .

4. v ′ est la vitesse au niveau de l’orifice de sortie, tan-
dis que v est la vitesse dans le jet libre (pression P0). On
a v > v ′ si la section σℓ du jet libre est plus petite que la
section σ de l’orifice : on observe en effet une contrac-
tion du jet au niveau de la sortie. La conservation du
débit volumique donne le coefficient de contraction du
jet :

α= σℓ

σ
= v ′

v
= 0,48.
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