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Bilans — correction

Partie | — Autour du sirop d’érable

1 — Déversoir de pate
1 Modéle parfait

1. Relation de Bernoulli :
I 5
P+pgz+ Ep v'=K

constante le long d’une ligne de courant.
Hypotheéses sur I’écoulement et le fluide :
— stationnaire;

— parfait;

— homogene;

— incompressible.

2. La conservation du débit volumique s’écrit
2 _ 2
Ul(l')TL'Rl = Uz(t)ﬂRz ,
d’ou

0=(2 o
2] = ) %] .

3. On applique la relation de Bernoulli entre les points
let2:

1 1
P, +pgz1+5pvf :P2+pgzz+§pv§.

Ona Py = P, = Py, z1(f) — z2(f) = hp(1), d'ou
A1) vA(D)
hy(t) + —— = 22—
g P( )+ 2 2
soit
2 2 Ry !
vy (1) = vz(t)(—) +2g8hp(1),
R
d’ ol
4. Ona
2
Ry \“dhy
t _— — ——
v2(1) ( 2) v (Rz) dr
d’olt

soit

5. Séparation des variables et intégration :

dt_ \ 2 \/_ hof/}i
(]

On obtient bient

BT
PV g R )

6. On calcule 7,=0,20s .

soit

—1\/—_2\/_

Cette valeur est nettement inférieure au temps mesuré
expérimentalement : on ne peut pas considérer I’'écou-
lement comme parfait, il faut prendre en compte la vis-
cosité du fluide.

2 Le modéle visqueux

7. En considérant la vitesse moyenne constante, on a
en ordre de grandeur

ho

Texp

Um

soit | vy =4,0 x 1072 m-s7! .
Le nombre de Reynolds associé al’écoulement dans une

conduite est défini par

On calcule  Re=0,3 .
On a bien Re < 2 x 103, la formule de Darcy-Weisbach
est bien valide.

8. Relation de Bernoulli généralisée ente les points 1
et2:

2

v} Vs
P1+pgz1+p? = P2+pgzz+p? +AP..

OnaP; =P, =Pyetz;—2z = hy(t).
En négligeant le rétrécissement de section, on a v (t) =
vy (1), d’ ol

pva hy(f) 640 puvi hy(D)
2 d pdvym 2 d

pghy(t) =AP.=A



d’oti comme d =2R;

B 32nvm

_817vm
a2 R

Avec vy, = —dhy/dt, on obtient

dhy  pgR:
dt ~ 8p

9. Avec hy(t =0) = hy, on obtient la loi

pgR;

hy(t) = ho — t|.

La durée totale de vidange est donnée pr h(zy) =0, soit

_ 87]h0
pgR:

Ty

10. On calcule 7y=1,3s/, valeur tout a fait compa-
rable a la valeur expérimentale.

Il reste cependant un écart de 'ordre de 10 %. On pour-
rait affiner la modélisation en prenant en compte le ré-
trécissement de la section, ce qui provoque une perte de
charge supplémentaire (perte de charge singuliere).

2 — Manchon de sirop d’érable

1. Ennotant T le temps caractéristique du phénomeéne,
on a en ordre de grandeur

dv v
de ~ T’
On a ici une rotation, donc le temps caractéristique est

2n
la période T = q’ d’ou

dv Qp
pP=T =V
dt 2n
La distance caractéristique de 1’écoulement selon le
rayon est hy, donc en ordre de grandeur on a

v v
Torz =Mz

On veut
Qp v
— <N,
21 hg

ce qui est réalisé pour

2nn

(OR< .
phy

27
On a —Z =3,6x10%rad-s7!; avec Q = 12,6 rad-s™}

0
cette condition est largement respectée.
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2. On calcule v(a,0) = aQl, qui est la vitesse d'un point
du cylindre en rotation en contact avec le fluide. La
condition de continuité de la vitesse est bien satisfaite.

Pour6=0ona

v(r,0) = aQ + % [(r- a)? —-2(r—a)h].

Pourf =n/2o0na

v(r,m/2) = all.
Pour6 =mona
_ PE 2
v(r,m) = aﬂ—% [((r—a)”—2(r—a)h].

Pour 6 =37/2,0na
v(r,3n/2) = aQ).

Représentons le profil de vitesse :

3. Le débit volumique a travers un tranche de largeur
dr et de hauteur L dans la direction 6 est

dDy(0) = v(r,0)Ldr.

Le débit total vaut donc
a+h
D.v(0) = L/ v(r,0)dr.
a

Le débit volumique par unité de longueur de cylindre
est défini par

_ Dy(0)
Q) = I
d’ou
a+h
Q@) =/ v(r,0)dr .
a
On calcule

a+h
Q(G):/ aQ+ngC;SH [(r—a)?-2(r-a)h] dr
a

9 a+h
= aQh+ pgch(I)S / [(r—a)*-2(r—a)h] dr
a
0 _a)314h a+h
— aQh + PEES {[(r 2 —h[(r—cl)2
2n 3 a a
3
= aQp + 28080 h——;ﬁ]
2n 3
soit
hS
Q(Q):agh_w _
3n
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4. Ennotant Q(0) = Q, la relation précédente s’écrit

pgh3cosO
3n
qui est bien de la forme demandée avec

—aQh+Q=0

pgh®cosf

F(h) = —aQh+Q .

5. Formons la dérivée

pgh?

F'(h) = cosf—Qa.

On ne peut avoir F'(h) = 0 que pour cos6 > 0, pour la
valeur

soit

F(hm) =

Q3adn
Q-5
pgcosO’

La fonction F s’annule si son minimum est négatif, soit
F(hm) <0, c’est-a-dire pour

Q3adn
pgcosh

2
Q < Qmax(0) = 5

La valeur minimale de Qp2x(0) est atteinte pour 6 = 0,
oll cosf = 1. On en déduit une condition sur Q valable
pour tout angle 0 :

Qan
hm = .
pgcosh 0 2 |Q3a’n
<= .
Dressons le tableau de variation : 3 0g
h 0 i oo 6. Le débit massique maximum de sirop d’érable a tra-
vers une section du cylindre vaut
F'(h) - 0 +
3432
Q +00 D _ _2 |Qa’pn
F(h) \ 'm,max £ Qmax 3 —g
F(hm)
L. 2n
Le minimum vaut Sur une période T = —, toute la masse autour du cy-
lindre aura traversé la section du cylindre, soit
Q Q
F(hy) = g—gcose Wle “776 o
cos cos
Qan
—Qa Q
pgcosf On obtient
Qan _Am [a®p2Qn
pgcos@ pgcos@ = g
Partie Il — Oscillateur a relaxation

1 Vidange d’un réservoir

1. Allure des lignes de courant :

A

I

2. Le théoreme de Bernoulli s’énonce :
2
v P
—+—+gz=CL)
2 p
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le long d'une ligne de courant.
En un point A de la surface libre et un point B au niveau
de l'orifice, on a donc

OnaPy=Pg=Pydou, commezs=nh:
Vs +2gzp = v +2gh.

Lécoulement étant incompressible, la conservation du
débit volumique s’écrit, entre la section de la surface
libre et la section de I'orifice

Sv A=0UR.
On adonc

2

o
v +2g2p = §v§+2gh,
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d’on

2g(h—zp)
VB = oz |
Y

Le débit sortant en B vaut Ds = o v, soit

2g(h—
Dg=0 —g( ZZB) .

3. La vitesse d'un point de la surface libre est donnée

par
dh

dr

car h(t) décroit au cours du temps quand le récipient se
vide. On a donc

Vap=

. o
h=—UA=—§UB,

e T 2g(h—2zB) '
S\ _a
SZ

. 2 L.
Sicox S,ona % < 1; on peut alors écrire

vp =1/28(h—zp)
.o
h=-5\/28h-2) .

4. Oncalcule Dg=1,2x103m3-s7'=1,2L-s7! .

soit

et

2 Influence du siphon

5. On applique la relation de Bernoulli entre un point A
a la surface libre et le point D a la sortie du siphon, sur
une méme ligne de courant :

vl p V2

A, Pa b, Pp
—4+—+g8z24=—"+—+gzp.
2 p g%a 2 o g4p

On a d'une part P4 = Pp = Py. D’autre part I'hypothése
0 < Srevient a considérer v4 < Vp. On en déduit

l)2

gh:7D+gzD,

vp=1/28(h—2zp).

Le débit sortant est donné par Dg = o vp, soit

Ds=0+/2g(h—zp) .
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6. Le débit étant aussi par
dh

Dg=8Svp=-S—
S A dr

dh o —
a-l—g 2g(h—zD)—0.

7. Séparons les variables :
B S dh
0+v/28 \/h—-2zp

Le siphon se désamorce a I'instant #; tel que h(f;) = zp :
de I'air entre en B. On a donc

on en déduit

dz

% dh

51 S
dr=-—
/0 ovZg Jn Vh-zp
28
[\/ h—ZD]Z .

o.\/28
Le siphon se désamorce au bout de la durée

soit

fHh=—

h= g@(\/ho—@—m) W
Remarque.

Lénoncé demandait de déterminer h(t) (il était plus
simple de déterminer directement #;).

Premiére méthode

Par séparation des variables :

dh :_U\/@dt
Vh=zp S
d’ou
h(r) dh :_Uﬁ/tdt
n Vh-zp s Jo
soit

a\/2gt

2[\/h(t)—ZD—\/ho—ZD] -

On en déduit

\/h(t)—ZD=\/ho—ZD—g 84
SV 2
d’ou
o 2
h(t)=zp+ \/ho—Z —g\/gl'] .
Deuxieme méthode
On partde

dh o
———_Z./2 - ,
a7 SV glh—2zp)

on éléve au carré, soit
(%)2 = 0—22g(h —2p),
det §?
puis on dérive par rapport au temps :
2dh d?h B 2g_a2 @

drde 82 dr’
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d’on
d*h _go®
de2 8§ °
On en déduit
2
o
h(t) = %t2+At+B.
D’'une part h(0) = B = hy. D’autre part
A oy = a=—-Z. faglhy - 20)
_— = = —— -z ,
dt sVeglo=2p
d’ou

2
_go® , ot [
h(t)_ﬁt —? 2g(h0—zD)+h0

qui est la forme développée du résultat établi par la pre-
miere méthode.

3 Réservoir alimenté

8. Le débit sortant par l'orifice du siphon, Dy, est égal
au débit Sv4 di au mouvement de la surface libre, au-
quel il faut ajouter le débit incident D; :

Dg=Svs+ Dj.

On peut raisonner sur le volume V = Sh(t) d’eau dans le
récipient. Pendant dt, il varie de AV = Sdt; cette varia-
tion est directement reliée au volume entrant D;dt et au
volume sortant Dsdt par

Sdh = D;dt - Dsdt

et on retrouve

dh
SE = Di—Ds,
soit dn
DSZDi—Sa =Dj+ Sv,.
On adonc

dh
ov\/2g(h—zp) = —Sa + Dj.

La hauteur h(t) vérifie alors I’équation différentielle
dh o Di
—+—1/2g(h—zp)=— |
dr FsV8thma) =g

- . : dh e
9. Enrégime stationnaire, ona T 0, et]’équation dif-

férentielle s’écrit

o / _Di
E 2g(hs—zD)—?.

On adonc
2g(hs — zp)o* = D}
d’ou
D?
hs=——+2zp .

Cette solution n’est pas acceptable si la valeur de kg as-
sociée a un débit D; est telle que hg < zp : si hs < zp, le
siphon est en effet désamorcé, ce qui rend caduque les
calculs effectués précédemment.

1. Solution exacte calculée informatique ment.
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10. Lorsque le siphon est désamorcé, le débit sortant
est nul; on a alors

Sdh—D
de "

La hauteur croit de facon affine avec le temps :
D:
(1) = h(t) + ?1([_ fo) .

11. Pour que h(t) oscille, il faut que I'on ait alternance
de phases ol h(¢) augmente et ou h(t) diminue.

Nous venons de voir que lorsque le siphon est désa-
morcé, h(t) croit au cours du temps. Le niveau d’eau
augmente jusqu’a atteindre & = z¢ ou le siphon devient
amorcé.

Il faut alors que h(¢) diminue pour observer un régime
oscillatoire.

Quand le siphon est amorcé, on a établi

dh
S+, =Di=Ds(h) = Di=0/2g(h - zp).

Le récipient commencera alors a se vider si
Di < Dg(zc) = Dg.
Le débit incident doit donc étre plus faible que la valeur
critique
D¢ =0+/28(zc—zp) .
12. Le comportement oscillatoire est une alternance de

deux phases :

— une phase de remplissage du récipient au cours de
laquelle h(?) croit de facon affine;

— une phase de vidange au cours de laquelle h(¢) dé-
croit en tendant asymptotiquement vers la valeur hs.

Evolution de la hauteur en fonction du temps, en par-
tant du récipient initialement vide ! :

ZCn3

ZBo.1

T T T T T T T
3000 4000 5000 t

t

T T T T
0 1000 2000
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La phase de remplissage a une durée T; donnée par
zZc=2p+ E T,
S
soit
_ Slzc —zp)
=05
Si on néglige le débit incident lors de la phase de vi-
dange, I’équation (1) donne la durée de vidange partant

d’'une hauteur hy. La durée de la phase de vidange a par-
tir de la hauteur z¢ est donc

Tzzg\/g(\/ZC—ZD—\/ZB—ZDJ.

La période du phénomene est alors donnée par T =
T, + T», soit

= 2
TzﬂZCTiZB)Jrg\/;(\/ZC—ZD—\/ZB—ZDJ :

I

13. Oncalcule D.=6,3x10"*m3-s71=0,63L-s7! et
T=860s .
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La valeur de la période ne correspond pas a celle que
I'on peut lire sur le graphe précédent. Ce dernier a été
établi sans négliger le débit incident pendant la phase
de vidange. Un tracé exact de la solution en considérant
D; =0 quand le siphon est amorcé conduit a:

0.1

T T
1500 2000

r

T T T
Y] s00 1000 2500

La période du phénomeéne correspond bien a la valeur
calculée.
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