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Bilans — correction

Mouvement d’'une plaque tectonique

1 — Fluide newtonien

1. Le fluide étant incompressible, son écoulement I'est

aussi et av
diV_V) =—*X-0.
0x

La composante V; ne dépend pas de x |.

0
2. Lerégime étant permanent, on a E = 6

Laccélération convective vaut

0V (2) Uy
ox

—
=0.

(V-grad)V = V(2)
Laccélération d'une particule de fluide, donnée par @ =
07} - — > = — >
3 +(V-grad)V vautdonc| a = 0 .

3. Equivalent volumique des forces de pression :
—gradP .

Equivalent volumique des forces de pesanteur :

—

og -

4. Considérons une particule de fluide élémentaire de
volume d7r = dxdydz située en (x, y, z).

Les forces visqueuses s’exercent sur les faces en z et en
z+dz:onaun gradient de vitesse perpendiculairement
a ces faces.

La résultante des forces visqueuses est

- dv = dv =
6 Fyisc = +n—(z+dz)dxdy uy —n—(z)dxdy uy
dz dz
d’v o
= n@dzdxdy Uy.
Le volume de la particule de fluide étant dt = dxdydz,

ona
2

5. Appliquons le principe fondamental de la dyna-
mique a une particule de fluide de masse dm = pdr
d?v

dmd = —gradPdr+pgdr+ N4z dr .
z

Comme @ = 0, on obtient

2y -

1 — d ==
—gradP+pg +n@ Uuy=20 (1)

2 — Mouvement d’une plaque tectonique

6. On retrouve les conditions aux limites caractéris-
tiques d'un fluide au contact d'un obstacle : la vitesse
du fluide est égale a celle de I'obstacle au niveau de la
surface de contact.

La lithosphére étant en translation a la vitesse V; iiy, on
adonc V(0) = V,.

La base du manteau étant au repos, on a V(—hy) = 0.

7.a) La projection de (1) sur Uy et 1, conduit a

La pression ne dépend donc que de z, soit P(z).
La projection de (1) sur U, s'écrit alors

dp

—— =08,

pour —ha < z<0.
dz

On adonc

P(z)=P(0)—pgz, pour—hp<z<0.

Attention : la relation (1), et donc I'expression de P(z)
obtenue qui en découle, ne sont valable que dans un
fluide de masse volumique p, c’est-a-dire dans l'asthé-
nosphere; on ne peut écrire ces relations dans la litho-
sphere qui est solide!
La pression Py a la surface de la plaque est négligée. Une
surface S d’asthénospheére est soumise au poids de la li-
thosphere qui la surplombe, qui vaut ph;Sg, ce qui cor-
respond a la pression P(0) = pghy.
La pression dans I'asthénosphere (z < 0) est donc don-
née par

P(z)=pg(hL—2) .

opP s
7.b) Comme % =0, la projection de (1) sur €, conduit
X

N

a
&V_O
dz2
On adonc
dv VIO -V(=ha) W
—=cte=— = —.
dz 0- (—hA) ]’lA

Le manteau sous la plaque exerce la contrainte

— dv _,

fx:_na Uy,
soit

N Vo

fx:_nh_z Uy |-



7.c) Intégrons de nouveau le résultat précédent :

Vo
V(iz)=—2z+C,
ha
ol C est une constante. Ona V(0) = C =V, d'ou

Viz) = V0(1+h—ZA) .

Le profil de vitesse est linéaire (écoulement de type
Couette) :

—ha

Remarque : dans la lithosphere, la vitesse est uniforme
et vaut V.

7.d) Par unité de longueur selon Oz, le débit volumique
induit par le déplacement de lalithosphere et de ’asthé-
nosphere s’écrit

0
Voha + V(z)dz,
~—— Ty
lithosphére —“———
asthénosphere

D=

soit

0 ¥4
D:VOhL+V0/ (1+—)dz
—hy ha

0

+ Gl
Z —_—
2hy | —hy

ha

:Vth+V0 :VOhL+V0hA—V07,

soit

h
hL+—A) .

D=V, 2

8.a) Un flux de retour implique 'existence d'une zone
avec V > 0 et d'une zone (inférieure) avec V < 0; a la sé-
paration entre ces deux zones, on a donc V' = 0. Comme
V(—ha) =0, lavitesse doit alors s’annuler a deux profon-
deurs différentes, ce qui est incompatible avec un profil

d2
linéaire de vitesse. On a donc — #0.
dz?
La projection de (1) selon 7, s'écrit
0P d*V(z)
ox n dz? -
opP
Onadonc — #0.
0x

I doit donc exister un gradient horizontal de pression
non nul.
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Le second membre étant indépendant de x, le gradient
de pression ne dépend pas de x.

oP
On a de plus P = —pg, d’ou (théoréeme de Schwartz)
z

0 (GP) o

ox\dz)
Le gradient horizontal de pression ne dépend donc pas
non plus de z.

- 5= 5: 3]
~ 0x0z 0z \ox)’

Il est donc constant

oP P
ox
8.b) Léquation (1) s’écrit
d?V 0P e
Tazz “ox =
d’ou
dv Kz A
dz !
et

Kz?
Viz)=——+A12+ Ay
21

Les conditions aux limites s’écrivent

V)=V = Ay
et
Kk}
V(-ha)=——-A1ha+Vp =0,
2n

\%, Kh
d’ou A= 2 + —A

ha 21

On en déduit le profil de vitesse :

Kz> (Khy V
Viz)=—+|——+—|z+ V.
2n 2n  ha

Le flux de retour assure un débit globalement nul :

0

K
D=0= Vth+/ V(z)dz = Vohy + on [Zs]gh,\
Ui

—hp
Kha Vo) 210
+|—+— +W0O-(-h
(417 TR [2°] 2, + Vo (0= (=ha))
Knd HRh vk
:Vth+ A_ A_ 20 A+V0hA.
61 4n
soit s
h Kh
Vg(hL+—A __A
2 127
On adonc
K =2V A G(hL+1)
= — | avec =6|—+—
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8.c) Enremplacant K par son expression, on en déduit

Viz) =V, AZZ+(1+A)Z+1
z) = — —
| r2 I

En posant Z = z/ ha, on obtient

V(z) 5
—=1+(1+AZ+AZ".
Vo

Cette expression se factorise sous la forme
1+(1+AZ+AZ°=(@Z+1)(BZ+]1),

avecaf=Aeta+f=A+1.Onpeutdoncprendrea = A
etf=1,dou

V(z)
—=Z+1)AZ+1) .
Vo

8.d) On a V(z) = 0 d'une part pour Z = —1, qui corres-
pond a la condition en z = —ha.

La vitesse s’annule dans l'asthénosphere pour Z =
—1/A, soit a la profondeur

ha
z=——|,
A

Soit f(Z) = (Z+1)(AZ+1). La vitesse est extremum pour
fl(Zm)=0=2AZn+A+1,

soit Zy, = —%. On a alors

f(zm)z(l_i)(l_é):_(A—nz'

2 2AJ\2 2 4A

La vitesse de retour maximale vaut donc

(A-1)%
4A

Vm=—W

En prenant A = 4, on obtient une annulation de la vi-
tesse pour z = —0,25h,, une vitesse de retour maximale
pour zy, = —0,625h4, dont la valeur est Vi, = —0,5625V}.

V(z)
Vo

—ha —0,25hp z

Vi
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Le profil de vitesse a I’allure suivante :

Vi z Vo

V(z)

Z0,25h

—ha

Pour A =4, le manteau terrestre a une épaisseur
ha=6hg .

8.e) La contrainte tangentielle est donnée par

— dv _,
= —1— Uy,
fx ndz X
soit
- 7
Fe=-n-2|1+A+24= T, .
ha ha

8.f) Souslaplaque, en z =0, la contrainte s’écrit alors

Dans le modele précédent, la contrainte sous la plaque
s’écrivait

Comme 1+ A > A, la contrainte sous le manteau est
plus élevée si 'on tient compte du flux de retour.

Ce résultat était prévisible a partir du profil des vitesses,
car dans le second cas, la vitesse doit s’annuler sur une
profondeur A fois plus faible; le taux de variation de la
vitesse — et donc la contrainte — est plus élevé dans ce
cas.

9. Prise en compte de linclinaison de l'ensemble
plaque-asthénosphere.

Aa
9.a) Onasinf = A L'ensemble étant tres légérement

incliné, on a B < 1, et on linéaire le résultat précédent
en
Aa

P=T

9.b) Larelation (1) projetée sur 'axe Ox conduit a
d’v

op inf+ 0
—— —pgsin — =0,
ox P& T4z

soit avec sin § = 3, d’apres le résultat de la question pré-
cédente :

oP Aa d’v

e —pg— +n— =0 . 2
0x ng+ndz2 @

La projection sur Oz donne
oP
- - =0.
5. P8 cos
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Comme f <« 1,onacosf=1et

0P -0
az pg_ .

Dans le cas d'un écoulement horizontal avec un gra-
dient de pression K horizontal et constant, on a établi

3)

En considérant un écoulement le long d’'un plan in-

cliné sans gradient de pression le long de Ox (donc avec

orP
i 0), la projection sur Ox de I'’équation de Navier-
b

Stokes (2) conduit a

d’v _ pgAa _

— = cte.
dz? nL

4)

Les deux expressions (3) et (4) ont la méme forme; on a
donc équivalence entre les deux écoulements proposés.
9.c) En identifiant les expressions (3) et (4), on peut
écrire

K pgha
nonL’
d’ou
KL
Aa=—.
P8

On a établi a la question 2.3.b I'expression du gradient
horizontal de pression :

K=2Von 2
= 01’]—2_
hA

On adonc
_ 2LVynA

 pgh?

La partie supérieure de l'asthénosphére est entrainée
«vers la droite » par la lithosphére qui se translate a la
vitesse VO; le flux de retour dans la partie inférieure de
lasthénosphere est due au mouvement de chute «vers la
gauche » sous leffet du poids.

3 — Zone de subduction

10. Lepoidsdelazone de subduction par unité d’épais-
seur suivant Oy est Ps = hy Hp1 g.

Cette zone subit la poussée d’Archimeéde, de module
I[I=hLHpg.

Le poids apparent P, de la zone en subduction par unité
d’épaisseur suivant Oy est donc donné par

Pp=Ps—TI,

soit
Pr=hLH(pL-p)g
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Compte tenu de la dilatation de la plaque, on a

A —
AT Ty —Tx
Ennotant AT =Ty —Ti,0ona pr—p =apAT,dou

Py=h HpgaAT |.

On calcule PA=15x1013N .

11. Contraintes sur la plaque.

11.a) La force de viscosité s’exercant sur une largeur
unité selon Oy de la plaque (donc de surface S = L x 1)

est
0 ’ .

La plaque ayant une vitesse uniforme, la principe de la
dynamique projeté sur Ox s’écrit

1+ A
Fr=Lfy=—-nLV, W

0= fyL+Pa,
soit
1+A
0= —T]LV() + Py
ha
On adonc
haPn  hi Py X

M= Tha+4)  Ivp 1+A°
OnaAzG(%+%) soit1+A:4+%,d’of1

_hPa X m Py X?

Vo 4a+8 L 4X+6’
de la forme
X2 avec hy Pa
= AV =
M=M5x 13 =51V

On calcule | 79 =7,9 x 109 Pl .

11.b) Avec h;, = 100 km, une variation de hp de 0 a
3000 km correspond a une variation de X de 0 a 30, et
varie de 0 a 14,379.

14
12

10

/Mo

10 20 30
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11.c¢) On a établi
_2LVpnA

Aa 3
pghi

soit en utilisant I’expression de 7 précédente :

_2LVoAhLPn X*  Pahy, X?

a= =—— .
pghi 2LVo 2X+3  pgh; 2X+3

Avec X = ha/hy et A=6( +3), on en déduit

X2

Aa P
2X+3

Py 1 (1 1
= — _+_
0g X%hy \X 2

soit
3Py 2+X
a= _—
pghy X(2X +3)

11.d) La condition Aa < 500 s’écrit

3Py 24X
pghr X(2X +3)

<500

soit numériquement

2+ X

— = <349-107%=C
X(2X +3)

On se ramene alors a 1’étude de la fonction

fX) =X@2X+3)C-2-X=2CX*+(B3C-1)X-2,

soit

f(X)=6,98x10"2X>-8,95x10"1X -2,
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etla condition se rameéne a f(X) > 0.

Léquation f(X) = 0 admet deux racines de signes
contraires : X; = 14,8 et X» = —-1,94. On a f(X) > 0 pour
X > X; ou X < X». Il faut retenir ici physiquement le do-
maine X >0:

les valeurs acceptables pour X sont X > 14,8 |.

11.e) La valeur X = 14,8 correspond a hy = 1480 km.
Lénoncé précisant que iy < 3000 km, on en déduit un
encadrement pour I'épaisseur de I'asthénosphére :

1480 km < iy <3000 km |.

. X .
D’apres I'expression 11 = 79 ——, on en déduit un en-

cadrement pour la viscosité dynamique de l'asthéno-
spheére :

531 x10% Pl<n<11,3x 10?1 P .
et pour sa viscosité dynamique.
11.f) Le nombre de Reynolds correspondant al’écoule-

ment dans I'asthénosphere est

_ phAVO
n

Re

On calcule | Re~1072! .On est dans le domaine Re <
1, qui correspond aux écoulements qualifiés de ram-
pants.
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