CPGE PSI 2024-2025 Lycée

Fascicule d’exercices

Jean

Perrin E. SAUDRAIS

Physique des ondes — équation de d’Alembert

s Autour de la corde vibrante eveveeme

1 — Résonance sur une corde vibrante

R
1. Un élément de la corde d¢ est soumis, en plus de la
—
tension a chaque extrémité, a la force de Laplace d Fy.
. wd —
Au premier ordre, onad?f =dx ey, et

- — — . TX —
dFy=1Idx ex/\Bey:IOBgcoswtsdexez.

Notons T la tension de la corde.
Le principe de la dynamique appliqué a cet élément de
corde de masse dm = pudx s’écrit, en projection sur € :

=% 1B rsin ™ dx s 787
X— = coswtsin — dx —.
HEX G =100 L ox2
On adonc
0z czazz—(IOBo)sin(nx)coswt
ar? ox2 \ pu L ’
T
avec c=./— .
U

2. On remplace z(x, t) par I'expression proposée dans
I’équation différentielle, et on obtient

» 19

- rw#—.

CZTL’Z _w2 pou L
12

nc
Lorsque w — T qui est la pulsation du mode fonda-

mental, on a C — oo : on observe un phénomeéne de
résonance. Dans la pratique, 'amplitude n’est pas infi-
nie!

2 — Corde vibrante

1. Notons T la tension de la corde, considérée comme
uniforme (résultat obtenu en projetant le PFD selon
Ox).
Le principe fondamental de la dynamique pour un élé-
ment de corde compris entre les abscisses x et x +dx
s’écrit
2
dm?3 Z_e’

Projetons (1) selon ?y :

T(x n+ T(x+dx 1. (1)

2

0
pdﬁa Z =—-Tsina(x,t)+ Tsina(x+dx, 1)

=—Ta(x,t)+ Ta(x+dx, 1)

Comme d?Z ~dx,ona

0° 0
'dea_tz = —T£ dx avec a(x,t)= %
On en déduit
7y 8%y
2
— 2 = 2
0x2 0t @)
avec
T
c=1/—.
7

L'équation (2) est appelée équation de d’Alembert.

2. Soit Llalongueur dela corde d'une guitare. Le mode
fondamental est tel que

A= 2L—C—1\/?
fr

La tension vaut donc T = 4L? f?pu.
Ondonne y~1g-m™!
La longueur a pour ordre de grandeur L = 1 m; la fré-
quence a pour ordre de grandeur f ~ 102 Hz. On en dé-
duit T ~ 4 x 1 x 100> x 1073 = 400 N.
En ordre de grandeur | T = 10°N .
3. Ecrivons que y(x,f) = f(x)cos(wt) est solution
de (2):

() +w? f(x) =
soit ) )

d°f o

—_— + —_— =
ax2 f (x) =
dont la solution generale est de la forme

fx) = Asm(wc )+Bcos(wcx) .

La condition y(0, t) =0, V¢ s’écrit f(0) = 0 = B. Finale-
ment :
. (WX
flx) = Asm(T) .
La condition y(L, ) =0, V¢ s’écrit
. (wL
Asin (—) =0.
c
. (oL . wL
Comme A#0,onasin[—|=0,dou — = nx.
c c

Les seules pulsations possibles sont de la forme

(o7/

W, =Nnw;| avec |w)=—
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4. La condition initiale se linéarise en 3. Les conditions aux limites sont

snx) 3) y0,0)=y(L,t)=0; Vt.

y(x,0) =3bsin (n_Lx) — bsin (T .

Elles ne peuvent étre vérifiées que par une onde sta-
tionnaire (présence de deux nceuds de vibration);
seules les solutions y; et y, peuvent donc a priori
convenir.

La solution générale du mouvement est une superpo-
sition des modes propres :

et . (NTX ncmt
yx, 0= Zﬁ Apsin (T) cos ( L ) ’ Si on considere la solution yy(x, t), la conditionen x =0
" s’écrit 2Acos(wt) = 0, V¢, dou A =0 et yy(x,t) = 0.
la condition initiale s’écrivant alors Cette solution ne peut convenir.

La solution y3(x, t) donne d’'une part :
— y3(x, 1) p

y(x,0 =) Ansin( ) )
=1 L y3(0, 1) = [Acos(wt) + Bsin(wt)]C =0

En identifiant avec(3), on en déduit que seuls les har-

. | d’ou C = 0. D’autre part :
moniques n =1 et n = 3 sont présents :
y3(L, ) = [Acos(wt) + Bsin(w?)]Dsin(kL) = 0.
. (X . (3mx (X
Ajsin (—) + Az sin (—) =3bsin (—)
L L L On a donc soit D =0, ce qui entraine y3(x, £) = 0 qui est
— bsin (37”) exclus, soit sin(kL) = 0. On a donc kL = nn, avec n € N.

T
De la relation de dispersion w = kc avec ¢ = {/—; on
valable Vx, d'ol1 A; =3b et A3 = —b. On en déduit H

déduit :
cTT
w,=n—,avecneN .
. (X cmt L
y(x, 1) = 3bsm(7) cos b
4, D’apres la question précédente,
. ( x) (SCnt)
—bsin| — .
L L ¥3(x,t) = D[Acos(w?) + Bsin(w?)] sin(kx).

» Cette onde n’est ni stationnaire, ni progressive. La condition initiale s'écrit -

3 — Corde vibrante y3(x,0) =0 = ADsin(kx), Vx.
1. Question de cours : établir On a donc soit D = 0, soit A = 0.
Le premier cas est exclus car on aurait y3(x, t) = 0.
2 2
a_y_ZHZO avec c= S ) Onadonc A =0, ce qui donne
01’ u0x? U

y3(x, ) = DBsin(wt) sin(kx).

2. Toutes les solutions sont harmoniques. ) ) )
Lamplitude de la solution étant Y = DB, la solution de

Dansl'ordre : . . cer s .
I’équation différentielle est donc

(1) onde progressive dans le sens x croissants;

(2) onde progressive dans le sens x décroissants; y3(x, 1) = Ysin(wt) sin(kx) |,

(3) onde stationnaire;

(4) et (5) superposition de deux ondes progressives de avec T

. b2 cT nm

sens opposeés. kn=n= et w,=n—=—1/—.
_ L L L\u

On remarquera que le 4¢ cas est en fait une onde sta-

tionnaire : 5. L'observation de 5 nceuds de déplacement corres-
pond a 4 fuseaux.
Ya(x, t) = Alcos(wt + kx) + cos(wt — kx)]

=2Acos(wt) cos(kx)

y(x, 1) A
. . . SN 27N
Le cas (5) n'est ni une onde progressive, ni une onde ’ \ / \L X

. . N / /
stationnaire. \ y \ ,
N _ N - -
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La longueur d'un fuseau étant A/2, on a donc L = 2A.

c .
Comme A = ?, ou f est la fréquence, on en déduit,

compte tenu de I’expression de la célérité c:

2T
Fyu
d’oi
4T 4x10
u =0,10kg-m™!.

TI2f2T 210
La corde a pour masse linéique | =100g-m™~"! |

4 — Corde lestée

1. On impose un nceud de vibration en x = 0; on
cherche donc une solution en onde stationnaire, telle
que la partie spatiale soit nulle pour x = 0. On écrit
donc

y1(x, £) = Yisin(kx) cos(wt +w1).

On impose de méme un nceud de vibration en x = L;
on cherche donc une solution en onde stationnaire,
telle que la partie spatiale soit nulle pour x = L. On écrit
donc

Yo(x, ) = Yasin[k(L— x)] cos(wt +1>2).
2. On écrit d'une part la continuité de la corde en son
milieu, soit
(5= (3
J/I 2 ’ - J/2 2 ] .

On écrit le principe fondamental de la dynamique ap-
pliqué a la masse my, en projection selon Oy :

(4)

Oy
mOa_tZ (L/2,t) = Tgy + le

ol la projection selon Oy de la force de tension exercée
par la partie droite de la corde est

02
T2y = TOE(L/Z, t)
et celle exercée par la partie gauche
oy
Ty = —TOE(L/Z, 1.

On a donc

2

3 ) B
I r12,0=T, [ﬂ(uz, -2 (12,0
0x 0x

- . 6
mo—= 2 ()

3. Avec les expressions de y;(x, t) et y»2(x, t) établies a
la question 1, la relation (4) s’écrit

. (kL . (kL
)] sm(;)cos(a}tﬂlll) =Y, sm(7) cos(wt+ya) V.
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Cette relation peut étre vérifiée si
) ( kL)
sin[—|[=0
2
s e . kL
c’est-a-dire si - = nm.

21
Les modes propres k;, = nT conviennent.

Les modes propres de la corde non lestée sont k,, = n%
Le sous-ensemble qui convient ici est constitué des
modes propres pairs de la corde non lestée.

» Ces modes propres présentent un nceud de vibra-
tion au milieu, 1a ou est présente la masse my.
Cette masse restant immobile pour ces modes, elle
ne perturbe pas le mouvement de la corde, et ces
modes continuent de pouvoir étre observés.

4. Sisin(kL/2) # 0, la relation de continuité s’écrit
Yicos(wt+yy) =Yocos(wt+1y,) Vi.

On a donc y; = v et Y; = Y. Notons v le déphasage
commune et Yy 'amplitude commune. On a donc

y1(x, ) = Yysin(kx) cos(wt + )

et

Yo (x, t) = Yosin[k(L— x)] cos(wt + o).
On adonc

oy _

E(L/Z) = kYycos(kL/2)cos(wt+ )
et

%Z(L/z) = —kYycos(kL/2) cos(@t + ).

Larelation (5) s’écrit, apres simplification par cos(wt +
o) car la relation doit étre vérifiée pour tout ¢

2 . (kL kL
—w“mgYysin > =-2kYyTycos > |

soit
9 . (kL kL
w”mgsin - =2kTycos -

T
On en déduit avec c? = —2 et w = kc
U

((uL) 1 Mmow?> mowc Mywc
cotan| —| = = = =
2¢ tan(‘g—g) 2kTy 2Ty 2uc?
_mp (wL)
B pL \ 2¢
soit
(a)L) (wL) my
cotan|— | =a|— avec a=— |
2c 2c uL

my .
Onremarque que @« = —, ou m = L estlamasse de la
m
corde.
wL s ) .
En posant X = P on se ramene a la résolution de

c
cotan X = aX. Nous pouvons faire une résolution gra-
phique, en cherchant les intersections des graphes de
f(X)=cotanX et g(x) = a X.
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cotan X
\ \ a>1
\ \ \ a<xkl1
z s 3 27 51 3n m X
2 2 2 2

On peut distinguer deux cas limites.
Pour a « 1, soit my << m, on obtient les solutions

2n+1)n . CcT
~——— soit wnz(2n+1)f.

n

On retrouve les modes impairs de la corde vibrante
non lestée (la masse du lest est négligeable). Ces modes
viennent en compléments des modes pairs w; = ZnCT”
trouvés précédemment.
Pour a > 1, soit my > m , on obtient les solutions

cT

X, =nm soit wnzZnT.

On retrouve les modes pairs de la corde vibrantes, déja
déterminés précédemment : si la masse du lest est trés
élevée, il impose un nceud de vibration du fait de iner-
tie (la corde ne peut le mettre en mouvement).

5 — Corde vibrante dont l'extrémité est
mobile

Extrémité purement élastique

62
1. L'élongation vérifie 'équation de d’Alembert 7y

) o0r?
0%y

22 7 = = I

c o 0, avec ¢ 0

Avec y(x,t) = Y(x)cos(wt), cette équation s'écrit

—w?Y (x)cos(wt) — c?Y" (x) cos(wt) = 0, soit
Y'x)+k*Y(x)=0

oul'onaposé k=w/c.

2. Lacondition alalimite étant y(L) = 0, nous écrivons
la solution générale de 'équation précédente sous la
forme d’un sinus (un sinus étant nul quand son argu-
ment est nul, la prise en compte de la condition sera
plus simple) :

Y (x) = Asin(kx +¢).

La condition Y (L) = 0 s’écrit alors Y (L) = Asin(kL +
) = 0; on peut choisir ¢ = —kL, ot

Y (x) = Asin[k(x—L)] .
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3. La composante verticale de la tension de la corde a
I'extrémité x = 0 est donnée par

Ty(0,1) = Tsina(0,1) = Ta(0, 1) = T(a_y) .
ox x=0

Elle est d’autre part égale a la tension du ressort dont
I’élongation est y(0, t), d’ou la relation

T(O_y) =Ky(0,1)
axx:O_ Yo .

On en déduit TY'(0) cos(wt) = KY (0) cos(wt), d’ott
TY'(0)=KY(0) .
4. La condition précédente s’écrit
TkAcos(kl) =-KAsin(kL).

Lensemble de ses solutions forme un ensemble dis-
cret. Cette équation peut s’écrire

k,T
tan(k,L) = — ;(

Avec wy = k;,c, on a de méme

w,T
Kc |

wyL
tan( ”)

(o

5. Onreprésente sur le méme graphe

oT
et glw)=——"1:

oL
f(w) —tan(T) Xc

Les fréquence propres sont données par l'intersec-
tion des deux courbes. Les points correspondant aux
harmoniques, de pulsations nw; dans le cas de I'ex-
trémité rigide, sont notés H,. On voit sur le graphe
que wy < nw;  : leffet d'une extrémité élastique est
d’abaisser les fréquences propres.
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Extrémité purement massique

6. La composante verticale de la tension de la corde en

x = 0 a été établie précédemment : T, (0, 1) = T(—y) .

Ox x=0
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a
I'extrémité de la corde de masse My s’écrit, en projec-

tion selon ¢,

oy dy
My—0,0)=T(— .
go0=1(3) |
7. Avec y(x,t) = Asin[k(x — L)] cos(w?), on en déduit

Tk
—w?Mysin(—kL) = Tkcos(kL), d'ou tan(kL) = .
M0w2

Comme w = kc, on en déduit

tan(k,L) =

’

l'indice n précisant que les solutions forment un en-
semble discret.

Comme w = kc,on a

(wnL) T
tan
c

Mycw,,

8. On représente sur le méme graphe

wL
f(w)—tan(T) et g(w)_Mocw

wlL
tan (T)

Les fréquence propres sont données par l'intersection
des deux courbes. Les points correspondant aux har-
moniques, de pulsations nw; dans le cas de I'extré-
mité rigide, sont noté H,. On voit sur le graphe que
W, > nw | :Peffet d'une extrémité massique est d’éle-
ver les fréquences propres.
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6 — Etude d’une corde pincée

1. La condition initiale portant sur la position de la
corde s’écrit :

(x,0) = %x pour0<x<a
YW= ha-x <L’
=5~ boura<x<

La condition initiale portant sur la vitesse s’écrit
oy
—(x,0)=0 .
ot

2. La vitesse de chaque point de la corde est donnée
par:

0 e newr . (nmux\ . (ncwt
a—Jt/(x, 1= —nX::lJ/OnT sm(—)sm( +1//n) .

L L

La condition initiale correspondante s’écrit alors :
oy & ncr nmx
—(x,0) = — —sin(—)sin =0 Vx.
5, 50 n; Yon—p T sinvn

On en déduit siny, = 0; on peut donc choisir | ¢, =0,
Vn.Onaalors:

e nax ncmnt
(x, 1) = sin|—— cos( )
y nX:‘,lJ/On ( I ) I

(6)

3. Le développement en série de Fourier d'une fonc-
tion impaire de période 2L s’écrit :

o0 . X 3 o0 . f
F(x) = nZ::l b, sin (Znni) = ;;1 b, s1n(nnL)
avec:

L

by, F(x)sin (Znn%) dx

2 [t X
= —/ F(x) sin(nn—) dx.
L/ L
Sur I'intervalle [0, L], 1a fonction F coincide par défini-
tion a I'élongation initiale : F(x) = y(x,0); on a donc:

a
h
/—xsin(nnf)dx
o a L
/L h(L-x) .
+ ——sin
a L—a
2[h [
— —/ xsin(mtf) dx
a o L
h L
+—/ (L—x)sin(nnf) dx
L-al/, L

L
niu . .
Posons k = A les intégrales se calculent en intégrant

2
bn:z

(nn%) dx

par parties :
a X a 1 a
/ xsinkxdxz[——cos(kx)] +—/ cos(kx)dx
0 k 0 k 0

1 1
= —% cos(ka)+ﬁ [sin(kx)]g = —% cos(ka)+ﬁ sin(ka)

5/16



Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

et
L _ L
/ (L—x)sin(kx)dx = [— L-x cos(kx)
a k a
1 [t - 1 L
% /u cos(kx)dx = a cos(ka) — 2 [sin(kx)] .
L-a sin(ka)

= T cos(ka) + 2

car sin(kL) = 0 d’apres les conditions aux limites. On a
donc:

2 h h .
by, = I [—E cos(ka) + e sin(ka)
h h
+E COS(kCl) + m sin(ka)
=— =" sin(k
al—a) sin(ka)
soit en remplacant k par son expression :
2h1? sin(n a)
= T—].
" m2n2a(L- a) L

La fonction F se décompose sur Ren :

o0

F(x) = » by, sin (nn%) .

n

Comme y(x,0) = F(x) sur [0, L], on peut écrire :
o0
) X
y(x,0) = nZ::l by sin (mrz) .

Or, d’apres I'expression (6) établie a la question précé-

dente :
nwx

y(x,0) = i::lygn sin(T) .

En identifiant les deux derniéres égalités, on peut en
déduire yp, = b,. En remplacant b, par son expres-
sion, on en déduit le développement de la solution de
I’équation d’onde :

Sin

y(x, 1) = i L : (nnﬁ)sin(?)sm(ncm

n?na(L— a) L L

n=1

4. L'amplitude de 'harmonique de rang n est :

sin(rm%) .

_ 2n1?
" n2m2a(l- a)

Les amplitudes des harmoniques décroissent donc en
1/n?; elles sont rapidement trés faibles quand n aug-
mente. Le son ne sera pas tres riche en harmoniques,
c’est-a-dire pas trés brillant a I'écoute.

5. L'amplitude de 'harmonique de rang n est propor-
a
tionnelle a sin (nnz) Elle est nulle si le point d’excita-

a
tion de la corde a une abscisse a telle que sin (nnz) =

. pL o LoD .
0, soit a = —, avec p entier. L'endroit ol1 'on excite la

n
corde influe donc sur le timbre du son émis.

CPGE PSI 2024-2025

Lycée Jean Perrin

N . . nma nna
6. Lorsque a est tres petit (a < L),onasin—— ~ —

et L—a~ L, et'expression de b, se simplifie en

b 2hL? 1
~ — 7'[—’
" m2m2al L
soit :
2h
b,=—.
nm

Lamplitude des harmoniques ne décroit plus qu'en
1/n :le son émis est plus riche en harmoniques.

7. Lamplitude de l'harmonique de rang n varie
comme
B a
b, = —sin(nn—) .
" n2 L
On peut calculer le CGS pour les 30 premiers harmo-
niques avec Python par exemple, en utilisant I'expres-
sion
£30, Loin(21e)

L
2310:1 # sin ( ”}Zi“) .

Pour une attaque de la corde a a = ]Z“, on trouve CGS =
1,18; pour a = %, on obtient CGS = 3,37. Le son est
plus brillant si on pince la corde en un point proche de
son extrémité.

7 — Etude d’une corde frappée
1. La corde étant initialement au repos, on en déduit
y(x,0)=0/|,Vxel0,L].
Les vitesses des points de la corde sont donnés a t =0
par:
0 pour0<x<a
) ) a—J;(x,O): u pouras<x<ate
0 poura+e<x<L

2. La condition portant sur y(x,0) s’écrit :

o0

Yo=Y yo,lsin(%)cos(wn) —0, Vxel0,I]

n=1

N . T .
d’ot cos(yy) =0, Vn. Le choix |y, = =3 convient.

2
I’équation de d’Alembert est cherchée sous la forme :

ncmt n)

ncnt
Comme cos( = sin(T), la solution de

nimtx

y(x, ) = ilyo,lsin( I )sin(

ncmwt
) . (7

6/16



Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

3. Le développement en série de Fourier d'une fonc-
tion impaire de période 2L s’écrit :

Vix) = gl by, sin (Znn%) = :X; by, sin(nn%) 8)

avec:

L

by, V(x)sin (ZEn%) dx

= %/OL V (x)sin (nn%) dx.

Sur l'intervalle [0, L], la fonction V coincide par défini-

N . o oy
tion a la vitesse initiale : V(x) = E(x, 0); onadonc:

2 u+§ X
b, = —/ usin(mt—) dx.
LJas L

. . X L
Comme e <« L, la fonction s1n(n7tz), de période 2L,
varie tres peu sur un intervalle de largeur e; on peut

e e
donc considérer que pour a — 3 <x<a+ X elle vaut

sin (mr%) =~ sin (%) On en déduit :

2 . (nma
by, = —uesm(—) .
L

D’apres (7) :

oy X nen newt) . (nux
a—t(x,t)—Z—yOncos( 7 )sm(—).

n=1 L L
On en déduit :
oy X nenm . (N7TX
E(X’O) = n;l Ty()n sm(T) .

0
Comme par construction V(x) = —)t/(x, 0), en identi-

fiant avec le développement (8) on obtient :

_ nci
=77 Yon

L

d’ot1 'amplitude de 'harmonique de rang n :

by, = Z_ZQSin(I’LT[d)

2ue . (nza)

on = —— sin
¥ nem

La solution de 'équation de d’Alembert vérifiant les
conditions initiales s’écrit alors :

X 2ue . (nmay . (nax\ . (ncmwt
y(x,t):rglncns1n( T )sm( T )sm( T )

Les amplitudes des harmoniques décroissent en 1/n,
plus lentement que dans le cas d'une corde pincée (se
reporter a l’exercice précédent, oi11'on a établi une dé-
croissance en 1/n?). Le son d’un piano est plus riche
en harmoniques que le son d’'un clavecin (instrument
a cordes pincées).

4. Lamplitude de 'harmonique de rang n, donnée par

2ue (m[ia)

Yon = ——sin
ncm

est nulle si a, position du point d'impact du marteau
sur la corde, est tel que sin(%¢) = 0, soit 274 = p,

avec p entier. Il faut donc que
L .
ap=p— avecpentier,l<p<n-1.
n

On supprimera '’harmonique de rang n = 7 en choisis-

ma X
sant T = pm, soit

L
(Z:p7.

Comme 0 < a < L, 6 positions conviennent, de p=1a
p=6.

Le modeéle étudié ici est trés simplifié. Le spectre du son
ne dépend pas seulement de la position du point d'im-
pact, mais aussi du poids et de la forme du marteau,
du diametre de la corde, de la durée du contact entre
le marteau et la corde. Dans la pratique, la position du
marteau nest pas calculée de facon a éteindre des har-
moniques, mais de facon a obtenir la sonorité voulue.
En général, al L variede1/12 a1/17 pour un piano mo-
derne.

wenwsen Autour des lignes électriques aeomomons

8 — Ligne électrique

On donne le schéma équivalent d'une portion de ligne
de longueur dx.

CPGE PSI 2024-2025
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Adx Adx
i(x,0) 2 2 i(x+dx, 1)
e(x, ) Idx == e(x+dx, 1)
7/16



Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

1. Loi des mailles:

e, ) — e(x+dx, 1) = Adx di(x, 1) N Adx di(x+dx, 1)
' T2 ot 2 ot
que I'on linéarise en
Oe 0i(x, 1)
——dx=A dt,
ax ot
d’ou
Oe 0i
—+tA—=0.
0x ot

Loi des noeuds :

i(x,t)=i(x+dx, t)+1“dx%

ot
soit 5 Y
T dx=i(x, 1) —i(x+dx, £) = ——d¢
ot 0x
d’ol1
de  10i _
ot Tdox
2. Ona
Po_ i e
0x2  0xor ot?

et la tension vérifie I'équation de d’Alembert

0r> TAOx?2

Considérons

e(x t) — aej[w(tfx/v)] +ﬁ ej[w(ter/v)] )

Ona

TP S

— =——elx1) et —=-w%elt).

0x? 2 or? -

En écrivant que e(x, f) vérifie 'équation de d’Alembert,

on obtient

2 w?
~0*+ ——=0
V2TA

1

viv Nl

Le terme a e/©"~*'V)] correspond a une onde progres-
sive dans le sens des x croissants; le terme Sell@(+x/V)]
correspond a une onde progressive dans le sens des x
décroissants.

On impose en x =0

e(0,1) = Eye®! = q ! + B!

(X+ﬁ=E0.
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La premiere équation couplée s’écrit

0i  10e 1

-— _jﬂaej[w(t—x/v)] +jwﬁej[w(t+x/v)]

ot Adx A v v
- jﬂaei[w(t—x/v)] _jﬂﬁej[w(mx/u)]
Av Av

d’ou1 en intégrant par rapport au temps

iej[w(r—x/u)]_ﬁej[w(r+x/u)]+c(x)
Av Av

i=

ou la « constante » d’'intégration C(x) est constante vis-
a-vis de ¢, donc est a priori une fonction de x.

Le courant moyen (par rapport au temps) devant étre
nul, on a C(x) = 0, d'ol1 en remplacant v par son ex-
pression

i(x, 1= \/Eae”‘“(t‘x“’)] _ Eﬂe]'[w(t+x/v)]
A VA

La condition e(L,t) = Zi(L, t) s'écrit alors, en simpli-
fiant par e/“?,

ae 0LV 4 geiollv _ Z\/; [ae—ij/v _ﬁeij/v]
Onadonca =Ey—-f,dou
(Eo— e MV 4 pelot/v
= Z\g [(Bo—pre @t —pelt?]
soit

. . T . .
e]wL/v_e ]wL/v_'_Z X(e JwL/v+e]wL/v)

p

=E, e—ij/v

On obtient

T
Z\ — -1
—VA

Onaalors a = Ey— .

Eye ioLlv

Zg\/;cos(wL/ V) +2jsin(wL/v)

3. Onvoit que si

on a =0:il n'y a plus d’onde réfléchie, se déplacant
de x = La x=0; onn’aalors qu'une onde dans le sens
des x croissants, se déplacantde x=0a x = L.
Il faut donc

A

—_— F *
» Onretrouve l'expression de I'impédance caractéris-
tique du cable.
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Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

9 — (Cable coaxial

Le schéma électrique modélisant une longueur élé-
mentaire dx du cable est :

conducteur ix,) Adx i(x+dx, 1)
extérieur 2200
u(x, ) I'dx =— u(x+dx,
ame —__
1
X x+dx

1. Laloi des maille s’écrit

oi
u(x+dx, 1) +Adx6_lt —u(x,t)=0

d’ol1
ou Aai
ox ot
Laloi des noeuds s’écrit
i 1) — i+ d, 1) = Ty 2T 900
ot
d’ou
0i _ ou
ox ot

En écrivant la loi des noeuds et la loi des mailles, puis
en les linéarisant, établir deux équations aux dérivées
partielles vérifiées par u(x, t) et i(x, ).

2. D’apres la question précédente, on peut écrire

azux_ 0%i 3 0°u
ox2” T otox  or?
soit
°u  ,0%u 0 1
——Cc"—= avec |c=— .
0t? 0x2 VAT
De méme
0%i  _0*u Aa2i
0x? 0xor ~ 0r?
soit
0%i 5 0%
—_——=0|.
0t 0x2

Les grandeurs u(x, t) et i(x, t) vérifient la méme équa-
tion de d’Alembert.
Linductance linéique d'un céble de longueur L est

L. 33,4x107
A=—=""__"

= =3,34x107"H-m'.
L 100

Sa capacité linéique est

C. 7,46x1079 T i
=—=—"———=746x10"F-m .
L 100
On en déduit

c=20x108m-s7! .
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3. Avec u(x,t) = f(t— %), ona

0i 1ou 1 Fll—x/0)
—_— == -x/c),
ot Adx Ac
d’ou )
i(,0)=—f(t=x/c)= VT Au(x, t).
c
On adonc

u(x,t)=Z.i(x,t)| avec

A
Ze=\/% -

Une onde progressive dans le sens des x décroissants
est donnée par u(x, ) = g(t + x/c). Un calcul similaire
mene a
ulx,t)=—-2Z.i(x,1).

4. Avec les valeurs de A, I' précédemment calculées,
on obtient | Z. =67 Q |.

5. Soit

u(x, t) :f(t—f) +g(t— f)
’ c cl’

D’apres les relations courant-tension précédentes, on a

[

i(x, 1) = Zic [f(t—;)—g(t—f)] .

Quelle est alors 'expression du courant i(x, t) le long
du cable?

6. On n’a plus proportionnalité entre u(x, t) et i(x,t)
dans le cas général.

N

7. Londe de courant associée
X
wi(x, 1) = (t— —)
i f .
est

ii(x, 1) = Zicf(t—i:) .

8. Dans le cas ol la ligne est en sortie ouverte, on doit
avoir
i(L,)=0 Vt,

soit

ft—Lic)=0 Vt
ce qui correspondrait a f = 0 (fonction identiquement
nulle).
Londe décrite par uj(x,t) et ij(x, t) ne peut donc pas
convenir.

Il doit donc exister une onde progressive dans le sens
des x décroissants, appelée onde réfléchie, décrite par

Ur(x, 1) = g(t+ %) ,

I’'onde de courant associée ayant comme expression

ir(x,0) = —Zig(t+ %) )
C
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Fascicule d'exercices Physique des ondes — équation de d’Alembert

Londe résultante de tension dans le cable est alors 10 — Cable coaxial et impédance itérative

x x
ulx, )= f (t - ;) t8 (t + z) Le schéma électrique modélisant une longueur élé-

et Ponde de courant mentaire dx du cable est :

1 X X
i(x,t)=—[f(t——)—g(t+—)] . conducteur . Ad ;
Ze & ¢ extérieur 0 en i(x+dx, 1)
9. Interprétation des coefficients : u(x, ) Iy —=— u(x+dx, 1)
r : coefficient de réflexion en intensité; A
ame —__
ry : coefficient de réflexion en tension. .
Dans le cas ol la ligne est ouverte, on a X x+dx
i(L =4, O+i (L, 1)=0 1. Laloi des maille s’écrit

d’ou di

rr=—1.. u(x+dx,t)+Adxa—u(x,t)=0
Comme ui(L, t) = Zcii(L, t) et uy(L, t) = —Z.iy (L, t),ona

d’olu

rv=-1) ou_di
10. Le premier pic correspond au passage de’onde in- ox ot
cidente en x = 0; le second correspond au passage de
I'onde réfléchie. La loi des noeuds s’écrit
Londe parcourt la longueur 2L = 200 m lors de son dulx+dx, 0
aller-retour, pendant une durée mesurée a 1'oscillo- i(x,)—i(x+dx, f)='dx———=

1xe s ot
scope At =1 ps. La célérité correspondante est
c= 2L d’ou
au 0i  _du

soit ¢=2,0x108m-s™1 . 0x ot

Cette valeur est tout a fait en accord avec la valeur dé-
terminée & partir de I'inductance et de la capacité du 2- On déduit des équations précédentes

cable. , , ,
11. Dans le cas ou1la ligne est fermée, on a 6_ux - _ 0% = Ara_u
0x? 0tdx or?

u(L,t)=ui(L, )+ u(L, 1) =0.

On en déduit soit
°u  ,0%u 1
ry=—1 et ry=1| W_C W:o avec c=ﬁ.
La réflexion de la tension s’accompagne d'un change-
ment de signe. De méme
Allure de la courbe a I'oscilloscope : 0% _0*u Aazi
ox2 " oxor o
soit
| \ 0%i 5 0%
— 2 —=0|.
ot? o0x?

Les grandeurs u(x, t) et i(x, ¢) vérifient la méme équa-
tion de d’Alembert.

3. Leterme uj(x, t) correspond a une onde progressive

12. On remarque que 'amplitude de la tension réflé- dans le sens des x croissants : c’est I'onde incidente
chie est plus faible que 'amplitude de la tension inci- €mise par le générateur.

dente, ce que le modéle considéré n'explique pas. Le terme u;(x,t) correspond a une onde progressive
Il faudrait prendre en compte la résistance linéique des dans le sens des xdé croissants : c’est 'onde issue de la
conducteurs du cable. réflexion de 'onde incidente a I’extrémité de la ligne.
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Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

X
4. Avec ui(x,t) = f(t— —), ona
c

0ij 1 0y 1 ,
—=———=—1f"(t—x/0),
ot A O0x Acf( xle)
d’on1
1
iij(x, 1) = — f(t—x/c) = VT Au(x, t).
Ac
On adonc

/A
ui(x,t) = Z:ij(x,t) avec Z.= T

X
Avec u;(x,t) = g(t+ E)’ ona

iy  1ou 1 4 x10)
ot Aox  Ac® ’

d’ol
1
i(x,8) = ——g(t+x/c) = VT Au(x,1).
Ac
On adonc
ur(x,t) = —Zcir(x,1).
Finalement
. 1 x X
i(x,0)= A [f(t—z)—g(t—z)] .

5. Larésistance en x = L impose la condition

u(L,t)=Ri(L, 1)

soit
R
C
On adonc
ZZui(L) t) + ZCuI‘(L) t) = Rul(Ly t) - Rur(L; t)
On en déduit

u(L,t) R-Z
ry = = .
VW@ R+ Z

Compte tenu des relations précédentes, on a

_ ir(L» t) _
T,

ry =TIy .

6. Il n'y a pas d’'onde réfléchie si ry =0 et r; =0; c'est

le cas si on prend
R=7. .

CPGE PSI 2024-2025

11 — Ligne LC discréte dans I'approxima-
tion continue

1. On considére I’élément de ligne suivant :
L L i L L

LYY Y Y'Y Y Y Y g Y

On écrit la relation courant-tension pour chaque bo-
bine :
di
Un-1(0) —up(t) =L

dr
et
./
uy(t)—u =L—.
n( ) n+1( ) dr
Laloi des nceuds s’écrit
du
i—i'=C—=.
dr

Dérivons-la :
di di' _d*u,

dt dr ~ df
soit
Un-1(0) = un(0)  un(®) —tp1 () d?uy
- =C .
L L dr?
On adonc
L dun (8) + U1 (D) = 21 (1)
w% dl’2 = Up+1 n—1 n
avec
1
' VIC |

1
On calcule fy = = soit | f=8,0x10° Hz .

2m
Lapproximation continue consiste a ne considérer que
les variations spatiales des tensions u; ne se font que
su de « grandes distances ». On suppose ainsi que la
distance caractéristique sur laquelle varie u;(t) est trés
supérieure a la taille a d'une cellule. On peut alors in-
troduire la fonction continue des deux variables conti-
nues x et t, définie par u(x = na, t) = u, ().

2. On effectue un développement limité a I'ordre 2 de
ux+a,t):

ux+a,t) =ulx, t)+a—+a—202—u.
0x 2 0x?
En x = na, cette relation donne
ou a®ou
un+1(t):un(t)+(la+7a. 9
De méme
u(x—a,t) = u(x, t)—a—u+a—262—u,
0x 2 0x?
soiten x = na
ou a’ou
Up-1(t) = un(t)—aa‘l‘?a. (10)
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Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

Additionnons les relations (9) et (10) :

2

9
1 (D) + tn 1 (D) = 21 (0) + a* —— .
0x?

En considérant u(x, t) = u,(t) en x = na, 'équation de
récurrence s’écrit alors

1 0°u ,d0%u
——=a"—.
a)g ot? otx?
On obtient donc
u  ,0%u
— =v°"—  avec UV=awy .
012 0x2 0

» 1l a fallu pousser les développements limités a
I'ordre 2, les termes d’ordre 1 se simplifiant lors de
I'addition des deux expressions.

On applique une tension sinusoidale u(t) = U cos(wt)
al’entrée de la ligne, et on se place en régime sinusoi-
dal forcé. On considére une solution en onde progres-
sive harmonique de la forme

E(xy t) — gej(wt—kx) et i(x, t) — lej(wt—kx)
pour 'onde de tension et I’'onde de courant se propa-
geant le long de la ligne.
3. Dans la limite continue, on a
Up—1(t) =ulx—a,t) = ulx, 1) aau = up(1) a@u
n-1 = V)= ’ ot = Un ot

et la relation courant tension pour la bobine considé-

rée devient )
ou _0i

—-a—=L—.
0x ot
Avec 'onde harmonique progressive considérée, on a

ou
— =—jku(x, 1),
o) u(x, r)
d’olt
0i jka
=—u.
ot L —
On en déduit
jka ka
i=—u=—u
- joL— L™
La relation de dispersion s’écrit w = kv, d’olt
. a 1 VILC
i=—u=——u=——1u
- LvT wol™ L —

On adonc u = Zi avec
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La grandeur Z a la dimension d’'une impédance; son
module s’exprime en ohm.

Si on considere deux ondes de tension et de courant
progressives vers les x décroissants, on a par un calcul
similaire

u=-Zi.

La ligne est en réalité de taille finie et est constituée de
16 cellules LC. On s’intéresse ici a la propagation d'un
train d’'impulsions périodiques de tension le long de la
ligne.

4. Onavuque v LC esthomogene a une temps (ques-
tion 1). On pose donc 7 = v LC.

Entre '’entrée et la sortie de la ligne, le temps de propa-
gation est de 'ordre de T = 167 soit | T=0,10 ms |.

Si on ne veut pas que les impulsions se recouvrent,
il faut qu'une impulsion ait fait un aller-retour sur la
ligne avant d’envoyer I'impulsion suivante; la durée
entre deux impulsions successives doit donc étre infé-
rieure a 2T, soit une fréquence

1
< — =5kHz.
! 167

5. Extrémité en circuit ouvert

En uy, on observe 'impulsion u(f) envoyée par le géné-
rateur. En sortir ouverte, on a r, = 1 : 'onde réfléchie
a méme amplitude que 'onde incidente. On observe
donc en u; la superposition des ondes incidente et ré-
fléchie, soit 2u(t).

Extrémité en cours-circuit

On impose u16 = 0 ala sortie en court-circuit.

6. Iln'y pas de signal réfléchi sil’onde incidente vérifie
la condition a la limite, soit u14(f) = Zi;6(£).

Comme la résistance impose u;6(t) = Rig(t), c'est le
cas si R = Z, impédance caractéristique de la ligne.

On calcule | R=50Q .

» Le GBF ayant une impédance de 50 Q égale a 7, il
n'y a pas réflexion au niveau du GBE Quand R # Z,
I'onde incidente se réfléchit en bout de ligne, mais
I'onde réfléchie ne se réfléchit ensuite pas au ni-
veau du GBE Elle ne fait donc pas d’allers-retours
avec des réflexions successives entre les deux extré-
mités.
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Physique des ondes — équation de d’Alembert

nnen Léquation de d’Alembert dans d’autres situations ceveecome

12 — Chaine d’atomes

1. La masse (n) est soumise d'une part a I'action du
ressort « de droite ». Sa longueur étant :

La=xne1(0) = xn () = X%, | +Enin (0 — X0 — &, (D)
=a+&n1(0) —&,(0)

cette action vaut
T =klLa—al @y = k[Es1 (1) = En(D)] €.

La méme masse est soumise d’autre part a 'action du
ressort « de gauche », de longueur :

Lg= 2, (8) = Xp-1(8) = X5 + & () = X0, = Epoa (1)
=a+&p(t)—&n1(1).
Cette action vaut donc

Ty=—klLg—al €y = —k[En(t) =& (D] €.

Laccélération de la masse (n) étant

dzxnﬂ»_dzfnﬂ
de2 7 de2 7Y

appliquons a celle-ci le principe fondamental de la dy-
namique en projection sur 'axe Ox :
d*¢n
m
dr?

= k[En+1(0) = ¢n (D] = k[En () = En-1(D)].

2. Undéveloppement de Taylor a’ordre 2 au voisinage
de x{ permet d’écrire :

08 a? 9%
€n+1(t):€(xg+a,t):f(xg,t).g.aa_kgw
_ ¢ ato%
—fn(t)“‘ 3 + > 922
et
¢  a® 0%
— 0 _ — 0 06 a 06
En1 (D =80 - a0 =E0q,0-az> + =
_ ol  a*o%
Alordre le plus bas non nul, il reste
2 0%
kléni1(D)=En(D]—k[En()—ép—1(D]=a =

d’ou
0% _ka? 9% _
or2  m ox®
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13 — Onde sur une barre

On considére la tranche comprise au repos entre les
abscisses x et x + dx, de masse dm = pSdx. En pré-
sence de l’onde, elle se trouve située entre les abscisses
x+u(x, ) etx+dx+ u(x+dx, t).

X x+dx

| |
: u(x,t) :I u(x+dx, 1)
: : x
x+u(x,t) x+dx+ulx+dx, 1)

Lallongement de la tranche considérée est

ou(x,t)
0x

ulx+dx, t)—u(x,t) = dx.

Sa longueur au repos étant dx, son allongement relatif
est

u(x+dx, t)—u(x,t) B ou(x,t)
dx - ox

A une force de traction F > 0 correspond un allonge-

ou
ment relatif 3x > 0; la force de traction s’écrit alors :
X

ou(x,t)

dF(x,t) = ES
0x

La tranche comprise entre x et x + dx est soumise a :

O0dF
dF(x+dx,t) —dF(x,t) = 5

% u(x,
—_— —u(x 2 dx.
X

dx=ES
. 0x2

L'abscisse du centre de gravité de la tranche est

_ x+dx+ulx, ]+ [x+ ulx, 1)

XG

2
_ dx ulx,t)+ulx+dx,t)
- 2
dx
=x+—+uxt)
2
au premier ordre.
s . 0Pulx, 1) o
Son accélération vaut donc Xg = 2 etle principe

fondamental de la dynamique appliqué a la tranche
considérée s’écrit :

2 2
xa u(x, 1) :ESa u(x, r) dx

pSdx—7 ox2 O

Soit :
®u(x,t) _E u(x, t)
or? p 0x?
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On reconnait 'équation de d’Alembert, dont la solu-
tion peut s’écrire u(x,t) = Af(c— xt) + Bg(x+ct), la
célérité des ondes progressives étant donnée par

E
c=4/=|
0

14 — Boules chargées —oral ENs...

Dans un premier temps, il faut paramétrer le systeme
pour décrire les mouvement des boules :

X
+ann+1
Yn+1
a
_qCMn y
Yn
_ann—l
Yn-1
+6]n

On repere par y,(t) la position horizontale de la boule
derang n al'instant ¢.
Sur la figure, on a y,,_1(£) <0, yn(£) >0 et y,41(£) > 0.

1¢r cas : chaque boule n’interagit qu’avec ses deux plus
proches voisines

La boule en M, subit de la part de la boule en M,,;; la
force électrostatique

qz Mn+1Mn
4meg (Mpe1Mp)3'

—
Fpii—n=-

et de la part de la boule en M,,_; la force

4 My M,
Ameg (Mp-1My,)3’

s
Fpnin=

—
En notant R la réaction du fil sur la boule de rang n
(normale a €, en considérant qu'il n’y a pas de frot-
tement) et m sa masse, le principe fondamental de la
dynamique s’écrit

d?x,

— — —
mF ex:Fn+1_,n+Fn_1_.n+R.

En projetant selon €y, on obtient

2 2

mdzyn:_ 9 Yn—Yn+1 4~ Yn—Yn-1
dr? dmeg (Mp+1Mp)®  Ameg (My—1 Mp)3

Afin de simplifier I’étude, nous allons envisager des
mouvements de faible amplitude, soit |x;| < a. On a
alors

MpiMy=a et Mu_1M,=a
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et’équation du mouvement devient

dZJ/n qz
MG = irend (Y1 (8) = Y1 () + yn () = yn-1(D)]
soit
dzyn 2

G = e 210 =y (0 =y 0)].
Nous allons considérer que la longueur d’onde A du
phénomene est grande devant a, ce qui fait que y,, va-
rie faiblement entre deux boules voisines.

Cela permet de passer a la limite continue, en intro-
duisant une fonction y(x, t), de classe €2, qui coincide
avec y,(t) pour x = na.

En développant a I'ordre deux, on a

x+a,t)=y(x t).,.aay_,_“ y
y ’ _y ) ax 2 axz’
soiten x = na
2 A2
_ y 0%y
J’n+1(t)—yn(t)+aa+7@.
De méme
ay 262y
J’(X—d,l‘)=y(x,t)—aa+?@,
soiten x = na
2 A2
y 0%y
_1(t) = t)—a— + ——.
Yn 1(2) J’n() dax 5 322
On en déduit
Gzy
y"+1(t)+J’n—1(t):ZJ/n(l‘)+a2ﬁ

L'équation du mouvement s’écrit alors

62_}/ 6]2

m—=—
0r? 4dmegas

2
0x2

soit
62)/ ~ q2 62y
arz
On obtient I'équation de d’Alembert

dmegma 0x2

0’y  ,0% q
a2~ “ox2 M T VZmeoma

2¢ cas : chaque boule n’interagit avec toutes les autres

Compte tenu de l'alternance des signes des charges,
ona ) N

q My 2 My,
4me (Mn+2Mn)3 '

On peut généraliser pour une boulederang n+p:

—
Fuio—n=

q2 Mn+pMn
dmeg (Mp42Mp)3

Fn+p—>n =(-DP

14/16



Fascicule d'exercices

Physique des ondes — équation de d’Alembert

Dans le cas de mouvements de faible amplitude, on a
My+p My, = pa;laprojection de la force précédente se-
lon ¢, s'écrit

qZ

F o= (=1 p__ 1
X,n+p—n ( )4]_[60“3’93

(Yn—Yn+p)-
La résultante des forces subie par la boule 7 selon €,
s’écrit alors

oo
Fy= Z Fx,n+p—>n + Fx,n—p—»n
p=1

q2

& 2J/n_J/n+p_J/n—p
= _1NP
Ameyad 2D 3 '

p=1

Comme précédemment, on peut développer

oy a2p262y
yacrap, )=y n+apss+———=3
soiten x = na
dy a2p262y
J’n+p(l‘)=yn(t)+apa+ R L
De méme
dy a2p262y
yx—ap,n=yxn-ap="t+——-3
soiten x = na
dy a2p202y
Yup(0) = yu(0) = apse+ -
On adonc
02
ynﬂ’(t)"'J’n—p(t):ZYn(f)+azpza—xJ2/,
d’ol1
2 00 2.2 a2
q a‘p- o6y
F,=- —1P vJr
* 4n£0a3p;1( ) pd 0x2
2 52y & (=1)P
Sy
dmega 0x< ;= p

On reconnait la série harmonique alternée

S (-DP

=-1n2,
p=1
d’ou
_ ¢*In2 9%y

= —.
4dmega 0x2

Le principe de la dynamique appliqué a la boule de
rang n s'écrit
02 21 2
%y _q*In2d%
or?
On obtient 'équation de d’Alembert avec une célérité
différente du cas précédent :

Amega 0x2

0%y 0%y ) cln2
——=¢c" —= avec ¢ =————=cln2
ot? 0x2 VAnegma
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15— Ondes de gravité en eau peu pro-
fonde

Représentons la situation schématiquement :

A
_ _ — — ~
o I Ry
~
| ~
-
| L T-
(0] x x

On considere un bassin de largeur L selon Oy, de pro-
fondeur moyenne H selon Oz et de longueur infinie se-
lon Ox, rempli d’eau. Le bassin est le siege de vagues
(ondes de gravité) caractérisées par un champ de vi-
tesse U = v(x, t) €, et un champ de pression P(x, z, t).

Alinstant ¢ et 4 ’abscisse x, la hauteur d’eau est notée

h(x,t)=H+{(x,t) ou |{(x, 1)< H.

1. Le principe fondamental de la dynamique appliqué
a une particule de fluide de volume dr s’écrit

-

D 1 -
udTD—I; =—gradPdr+pudr g

soit

N
1 e e
T (V-grad) v = —grad P+ ug .
Le terme de dérivée convective étant du deuxiéme
ordre en v(x, t), on peut le négliger, d’'ou

—

v radP+ug
Hor 578 HE .
2. Projetons la relation précédente selon Ox :

ov__oP (PV)
o= ozl

Projetons I'’équation précédente selon Oz :

opP

0=-——pug.
5, M8

Intégrons par rapporta z:
P(x,z,t) =—ugz+C(x,1t)

ol la « constante d’intégration » est constante par rap-
port a la variable d’intégration z, c’est-a-dire est a
priori une fonction de x et de ¢.
Ecrivons la pression a la surface libre, le cote z = H +
{(x,0):

Py=—-pglH+{(x,0)]+C(x,1).

Onadonc C(x, ) = Py + uglH +{(x, )], d o
P(x,z,t)=Py+uglH+{(x,t)—z] . (P7)
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3. Dérivons (PZ) par rapporta x:

oP o¢
ox  M8ox
L'équation (PV) s’écrit alors
ov 0¢
Ha; = M85
d’ou1’équation de couplage demandée;
% = —gg—i . (1

4. La tranche d’eau entre x et x + dx a pour hauteur
H+{(x, 1), et donc pour volume

dr=(H+{(x,t)Ldx.
Sa masse est donc
Omy(t) = uL[H +{(x,t)]dx.
Le bilan de masse entre ¢ et £ +d ¢ s’écrit
d(6m) = 6 myecy.
La variation est
d(6m) =dmy(t+dt) — 6my(1)
=uLll(x,t+dt) - {(x,)]dx = ,UL% dtdx.

Le terme de masse recue se calcule a partir du débit
massique en fluide a travers la section en x et du débit
massique sortant a travers la section en x + dx :

O Myecu = pv(x, ) LIH +{(x, 1)l dt
—pv(x+dx, t)L[H+{(x+dx, 1)]d¢.

En se limitant au premier ordre, les termes v(x, £){(x, t)
(eten x+dx), d’ ordre deux, ne sont pas pris en compte;
il reste

O Myecu = pv(x, )LHAL — pv(x +dx, ) LHdt

ov
=—u—LHdtx,dt.
Hax o

CPGE PSI 2024-2025
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Le bilan de masse s’écrit alors

0¢ ov
L—dx,dt=-pu—LH
U atdx dt ,uax dxdt
soit
o¢ ov
—=-H— . 2
ot 0x @

5. Dérivons (2) par rapporta ¢:

2 P
o2~ omx 8

¢

0x2

en utilisant (2).

La surélévation ((x,t) vérifie donc I'équation de
d’Alembert

o0r? 0x2

c=+/gH .

avec

6. Quand les vagues s’approchent du rivage, leur vi-
tesse ¢ diminue car la profondeur H diminue vers le
rivage.

Quand une vague est en biais par rapport au rivage, sa
partie la plus éloignée va plus vite que sa partie plus
proche (car le fond H est plus grand quand on est plus
loin du rivage); elle tend donc a la rattraper, et la vague
arrive parallelement au rivage.

7. Lavitesse d’'une vague de la vague varie comme v'H
ou H est la profondeur de '’eau. Cette derniere étant
plus élevée au sommet de la vague, ce sommet se dé-
place plus vite que la base de la vague, ce qui entraine
un déferlement.
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