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Complément TP de physique n° 10

Jean

Perrin E. SAUDRAIS

Etude théorique d’une ligne RC

1 — Modele de la ligne a constantes réparties

Modele électrique :

ix,t) rdx  j(x+dx,0
———o
u(x,t) 'dx = u(x+dx, 1)
1. Ona
0i _0u ) ou D)
ox o O Toax MM

d’ott
ou(x,t) _ 1 du(x,1)
0t 1T 0x?

(1

On obtient une équation de la diffusion.

2. On cherche une solution de la forme
F(x) e, Léquation (1) donne alors

u(x,t) =

d?F(x) |
a2 =jwrl'E(x).

La solution générale est de la forme
F(x)= AeP* +Be P~
ou f vérifie

2 _ _ iz
B =iwrl' =wrle'z,

soit
=0+ i)\/@ = E
- 2 1)
en posant
B 2
“VorT
On a donc

X X _X X
F(x)=Aedse's +Be se 's .

La ligne étant semi-infinie (x > 0), on doit avoir A =0
pour que le tension ne diverge pas quand x — +oo
(terme A eg).

La condition a I'origine s’écrit alors

d’ot B = Uy, soit
F(x)=Uye se s .

avec

3. Ona
ulx, t) = Upe 5 el@5) = y(x) ell@r=3),
d’olt

1

VarTf '

o=

Ux)=Uy e_g avec

Le retard de phase vaut | ¢(x) = g =x\/nrl'f .

En prenant la partie réelle de u(x, f), on obtient
_X X
u(x,t)=Upe o cos(ant— 5) .

4. Lamplitude décroit exponentiellement avec une

Varlf '
La distance 6 diminue quand la fréquence f augmente,
comme le confirment les résultats expérimentaux.

distance caractéristique 6 =

Quand la distance f devient élevée, 6 devient tres
faible : c’est I'effet de peau.

2 — Modele de la ligne a constantes localisées

2.1 Mise en équation

5. Considérons la cellule derang n :

R i i R

in(t) }
Up-1(1) C I up(t) Up+1 (1)

L L

Ona

i(1) = cd”;t(”.

D’autre part

i/(t)zw et i”(t):M_
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Comme i, (1) =i'(t) —i"(1), on obtient

du, (1) _

RC az = Un-1(0) + Up1 (1) = 2un(1) .

2.2 Passage a la limite de la ligne continue

6. En développant au second ordre

(x+a,0)=ulx, 0+ L Pu
u(x+a,t) =u(x, a— + ———
0x 2 0x?
et
ux—a,t)=ulx,t)—a +a262u
S ox 2 ox?’
d’ou1
,0%U
un+1(t)_un(t)+un—1(t)_un(t):a ﬁ

et ’équation discrete (2) s’écrit

ou(x,t) 262u(x, 1)
=a

RC »
ot 0x?

soit
ou(x,t) _aa %u(x, 1) 1 0%u(x, 1)
ot RC dx2 T 0x?

On retrouve le modele de la ligne continue avec

R C
r=— e I's—.
a a

7. On a établi dans le modele continu
X
u(x, t) = Upe ' cos (antg) .

En considérant les points x, = n,4, ona

_na na
u,(t) =u(na,t) =Uye” 5 cos (ant— ?)

que I'on peut écrire

n
U, (1) = Upe ™™ cos (ant— —) ,
no

avec

a./nrTf B Jmaralf

Comme R=raetC=Ta,ona

ng =

6 1 1 1
a
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(2)

3)

2.3 Validité du passage a la ligne continue

X
8. Le terme cos (ant— 5) de I'expression de u(x, 1)

correspond a une onde progressive harmonique, se
propageant dans le sens des x croissants; on peut
I'écrire
X X
cos(Zn t——) =cos [271( r— —)] .

/ 0 / A
Lalongueur d’onde s’écrit donc | A =270 | .
Le passage au milieu continu est valide si la variation

spatiale de I'onde est faible a I’échelle d'une cellule,
c'est-a-diresi a< A .1l faut donc

27 an
a< = ,
Jarrf [ rTf

@’ f < 47.

soit

En remarquant que a’rI" = RC, on en déduit le critere

RCf «4rm .

» En terme de pulsation, ce critere peut s’écrire en
ordre de grandeur | RCow <1 |.

4m
9. Le passage alalimite continue est valide si f « ITon

4
Avec R=1,5kQ et C =100 nF, ona R—’é — 84 kHz.

En se limitant a des fréquences inférieures a 1 kHz
comme on I'a fait expérimentalement, le passage a la
limite continue est tout a fait justifié.

2.4 Validité du modéle de la ligne semi-infinie

10. Si la ligne est de longueur finie, il se produit une
réflexion de ’onde de tension a son extrémité; on ob-
serve alors la superposition d'une onde incidente (se
propage selon les x croissants) et d'une onde réfléchie
(se propage selon les x décroissants), de la forme

I X
u(x, r)=Ue s cos(ant— 5 +1//1)
4+ X X
+Ure" s cos(2nft+ 5 +1//2) .
11. Camplitude de l'onde incidente varie comme
Upe ™. On peut négliger cette amplitude en fin de
U

ligne si Uy = Upe N/ < ﬁ, soit si — N < —1n(100) ng;
ce qui revient a N > nyIn(100). Il faut donc

N > Nmin

avec | Npin =4,6n9 .

12. Calculons Ny, a partir des valeurs de ng détermi-
nées expérimentalement.

f Hz) | 400 | 500,5 | 550 | 600,4 | 700,3 | 800 | 900

1000,8

Nmin | 1001 | 90 | 86 | 83 76 | 71 | 66

On peut considérer notre ligne de 30 cellules comme
une ligne infinie.
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2.5 Etude directe de ligne a constantes réparties soit au premier ordre en v'X dans le radical
(d"apres un écrit de Centrale PC)

Ik~ [1£vax]".

On part de I'équation de récurrence établie a la ques-
tion 5.

En développant I'expression a 'ordre le plus bas en v'X
on obtient

_1n jot
(0 =k Loe |@|zli\/§.
al’équation

du, () Dans le cas d’'une ligne infini, la tension ne peut diver-
(;lt =Up_ 1)+ Uy (8) —2u,(1). ger; il faut donc conserver la solution telle que |@| <1,

ce qui correspond au signe « — » :
ijCI_CnZo = I_Cnﬂﬂ() + @n_lﬂo - zknﬂo

: X X /X
soit ) k=1-(0+y/==1-1/=-ji/=
jORC =+ ~2. 2 2 V2

13. On cherche une solution de la forme

RC

La constante k doit vérifier 'équation du second degré et
X
2 : |k| =1—1/—|.

k?—2+jRCw)k+1=0 . V2
14. En posant X = RCw < 1, I'équation précédente 16. Identifions I’expression proposée avec la loi obte-
s’écrit nue:

U _n _1\n
X _I’l — ny — n — n
k*-2 1+j5)l_c+1:0 avec X=RCw. (4) Uo © (e 0) ||
On en déduit

Le discriminant réduit s’écrit

X x* [RCw
A,=(1+]5)—1=—7+]X. e_%zlklz — @
- 2

Dans le cas o X « 1, on peut linéariser cette expres- soit

sion : ) RC
AN =jX. ——:ln(l—\/_w

La solution de (4) s’écrit alors

X ix X X
k=1+j—+1/—=1+j—+xQ+j\/—=. 2
= 2 2 2 2 ng=1/— .
RCw

Cette expression peut s’écrire

V)2 17. Lhypothése X « 1 effectuée ici est la méme que
k=1+(1+j)) /E +j( X) . I'hypothése RCw <« 1 nécessaire pour utiliser le mo-
2 2 dele de la ligne continue étudiée en 2.2.2.
Comme X < 1, en se limitant au premier ordre en vX Lamplitude de la n-iéme cellule est donnée par

k_ I +(| +') — X [nln(l_'lfi)]

15. Le module de k s’écrit ——
- = e_"\/g UO = U() e " mRCS .

2 1/2
X X
1£y/ =] +—=
2 2

X
1+ £V2X+ 2

|k| = On retrouve bien I'expression

1/2 , 1
U,=Uye ™ avec ny= ———
VRCf

1/2
] obtenue dans le cadre du passage a la limite continue
pour X < 1.

1+V2X+

VX)?
2
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