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TD bilans Bilans dynamiques— solution

1—  Pompe

On considère un bloc pompe P qui puise de l’eau au
fond d’un puits de profondeur h = 5 m.
La section du tuyau AB fait 100 cm2, celle du tuyau C D
fait 10 cm2.
La pression atmosphérique est de 1 bar, la pression de
vapeur saturante de l’eau à 20 °C est de 2,3 kPa.
Le débit volumique est Dv = 10 L · s−1.

A

B C DP

1. Quelles hypothèses peut-on faire sur l’écoulement?

2. Quelle est la vitesse du fluide en A ?

3. Que vaut la pression en B ? Y a-t-il un risque de ca-
vitation?

4. Quelle est la puissance de la pompe?

5. Quelle altitude maximale pourra atteindre le jet
d’eau ?

2—  Perte de charge singulière

1. La pression p1 s’exerce sur les deux faces en amont :
la section S1 et la partie droite d’aire S2 −S1 en contact
avec la zone morte, soit sur la surface totale S1 + (S2 −
S1) = S2. La pression p2 s’exerce sur la section S2 en
aval. Le bilan total des forces s’exerçant sur le fluide est
donc

#»
F = S2(p1 −p2)#»e x .

2. Le débit massique, conservé, s’écrit

Dm = ρv1S1 = ρv2S2 .

3. On construit un système fermé :

— à l’instant t , il est constitué du fluide entre les sec-
tions S1 et S2 du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dm dt de fluide qui franchit la section amont
pendant dt , à la vitesse v1 ;

— à l’instant t +dt , il est constitué du fluide entre les
sections S1 et S2 du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dm dt qui franchit la section aval pendant dt ,
à la vitesse v2.

Écrivons la quantité de mouvement de ce système à
l’instant t , soit

#»
P (t ) = #»

P ∗(t )+dmv1
#»e x

et à l’instant t +dt , soit

#»
P (t +dt ) = #»

P ∗(t +dt )+dmv2
#»e x .

L’écoulement étant stationnaire, la quantité de mouve-
ment de la partie de fluide comprise entre les sections
amont et aval, fixes, vérifie

#»
P ∗(t + dt ) = #»

P ∗(t ). On a
donc

#»
P (t +dt )− #»

P (t ) = Dm(v2 − v1)#»e x dt ,

d’où
D

#»
P

Dt
= Dm(v2 − v1)#»e x .

Le principe de la résultante dynamique s’écrit

D
#»
P

Dt
= #»

F

soit en projection selon #»e x :

Dm(v2 − v1) = S2(p1 −p2) .

4. On a donc

p2 = p1 + Dm

S2
(v1 − v2) = p1 +ρv2(v1 − v2)

soit
p2

ρ
= p1

ρ
+ v2(v1 − v2) .

On remarque que

v2
1 − v2

2 − (v2 − v1)2 =−2v2
2 +2v1v2 = 2v2(v1 − v2) ,

d’où

p2

ρ
= p1

ρ
+ v2

1 − v2
2 − (v2 − v1)2

2
.

La relation de Bernoulli conduirait à

p2

ρ
+ v2

2

2
= p1

ρ
+ v2

1

2
.

Le théorème de Bernoulli est valable pour un écoule-
ment parfait. On peut l’utiliser dans le cas d’un écoule-
ment réel si les effets de la viscosité sont confinés dans
une couche limite de faible épaisseur. On observe ici
un décollement de la couche limite au niveau du chan-
gement de section, entraînant l’apparition d’une zone
« morte » où la viscosité ne peut plus être négligée. On
ne peut donc utiliser le théorème de Bernoulli.
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5. En terme de pression, la relation obtenue s’écrit

p2 +
ρv2

2

2
= p1 +

ρv2
1

2
− ρ(v2 − v1)2

2
= p1 +

ρv2
1

2
−∆p

où la perte de charge est donnée par

∆p = ρ(v2 − v1)2

2
.

Comme S1v1 = S2v2, on en déduit ∆p =α
ρv2

1
2 , avec

α=
(
1− S1

S2

)2

.

3—  Homogénéisation d’un écoulement

1. Les forces tangentielles de viscosité homogénéisent
l’écoulement, par diffusion de quantité de mouve-
ment.

2. Deux inconnues p3 et v3 : il faut faire un bilan de
masse et un bilan de quantité de mouvement.

Bilan de masse :

m(t )+δm1 +δm2 = m(t +dt )+δm3

avec

δm1 =µ
S

2
v0 dd t ,

δm2 =µ
S

2

v0

2
dd t

et
δm3 =µSv3 dt .

La conservation de la masse conduit à

µ
S

2
v0 dt +µ

S

2

v0

2
dt =µSv3 dt

d’où

v3 = 3v0

4
.

Bilan de quantité de mouvement :

δm1v1 +δm2v2 = δm3v3

d’où

µ
S

2
v2

0 dt +µ
S

2

( v0

2

)2
dt =µSv2

3 dt

soit
5

8
µSv2

0 = P

16
µSv2

0

d’où
Dpx

Dt
=− 1

16
µSv2

0 .

Le poids et les forces de pression latérales sont sans ef-
fet dans la direction Ox ; il reste les forces de pression
en amont et en aval :

− 1

16
µSv2

0 =−p3S +p0
S

2
+p0

S

2

d’où

p3 = p0 + 1

16
µv2

0 .

3. On a

Ec(t ) = E 0
c +

1

2
δm1v2

1 +
1

2
δm2v2

2

soit

Ec(t ) = E 0
c +

9

32
µSv3

0 dt

et

Ec(t +dt ) = E 0
c +

1

2
δm3v2

3 = E 0
c +

27

128
µSv3

0 dt .

On a donc, avec v3 = 3v0/4 :

DEc

Dt
=− 9

128
µSv3

0 .

Le poids et les forces de pression latérales ont une puis-
sance nulle (forces normales au déplacement) ; la puis-
sance des forces de viscosité sur les parois est nulle
car la vitesse du fluide est nulle sur les parois fixes. Il
reste la puissance des forces de pression en amont et
en aval :

DEc

Dt
=− 9

128
µSv3

0 =−p3Sv3 +p0
S

2
v0 +p0

S

2

v0

2
+Pint

d’où

Pint =− 9

128
µSv3

0 +
3

4
Sv0(p3 −p0) =µSv3

0

(
3

64
− 9

128

)
.

On a donc

Pint =− 3

128
µSv3

0 < 0 .

Les forces intérieures de viscosité sont donc dissipa-
tives.

4—  Tuyère de Laval

1. Le bilan d’énergie s’écrit, entre x = 0 et x à la cote z
constante :

Dm

[
h(x)−h0 + 1

2
(v2(x)− v2

0)

]
=Pm +PQ .

La tuyère étant calorifugée, on a PQ = 0. Il n’y a pas de
partie mobiles : Pm = 0. On a donc

v2(x) = v2
0 +2[h0 −h(x)] .

Pour le gaz parfait :

h0 −h(x) = cp[T0 −T (x)] = γR

(γ−1)M
[T0 −T (x)]

= γRT0

(γ−1)M

[
1− T (x)

T0

]
= γP0

(γ−1)µ0

[
1− T (x)

T0

]
.

Le gaz parfait subissant une évolution isentropique, la
loi de Laplace s’écrit

P 1−γ(x)T γ(x) = P 1−γ
0 T γ

0 ,

d’où l’équation de Saint-Venant

v2(x) = v2
0 +

2γP0

(γ−1)µ0

[
1−

(
P0

P (x)

) 1−γ
γ

]
.
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2. La conservation du débit massique s’écrit Dm =
µ(x)S(x)v(x) = cte. La dérivée logarithmique s’écrit
alors

1

µ(x)

dµ

dx
+ 1

S(x)

dS

dx
+ 1

v(x)

dv

dx
= 0.

La loi de Laplace p(x)µ−γ(x) = cte conduit à

1

p(x)

dp

dx
= γ

µ(x)

dµ

dx
.

L’équation d’Euler en projection selon Ox s’écrit

v(x)
dv

dx
=− 1

µ(x)

dp

dx
.

On a donc

1

µ(x)

dµ

dx
= 1

γp(x)

dp

dx
=−v(x)

µ(x)

γp(x)

dp

dx
,

d’où

1

S(x)

dS

dx
=− 1

v(x)

dv

dx
+ v2(x)

µ(x)

γp(x)

1

v(x)

dv

dx

soit
1

S(x)

dS

dx
= 1

v(x)

dv

dx

[
v2(x)µ(x)

γp(x)
−1

]
.

On a donc

1

S(x)

dS

dx
= 1

v(x)

dv

dx
= [

M 2(x)−1
] 1

v(x)

dv

dx

avec

M 2(x) = v2(x)µ(x)

γp(x)
.

3. On veut
dv

dx
> 0.

Tant que v(x) < c(x), on a M 2 − 1 < 0; il faut donc
dS

dx
< 0 : la tuyère doit être convergente.

Pour v(x) > c(x), on a M 2 −1 > 0; il faut alors
dS

dx
> 0 :

la tuyère doit être divergente.

Le profil de la tuyère doit donc être convergent-
divergent comme indiqué sur le schéma de l’énoncé.

5—  Action d’un jet sur une plaque

On considère le système fermé, représenté ainsi de
profil :

— ABC à l’instant t ;

— A′B ′C ′ à l’instant t +dt .

A A′

C

C ′

B
B ′

#»v A dt

#»v A

#»v B

#»v C

À l’instant t , il comporte, outre la partie commune, la
masse δm de fluide qui va entrer de t à t +dt , à la vi-
tesse uniforme #»v A .
À l’instant t+dt , il comporte, outre la partie commune,
la masse dm qui sort de t à t +dt (même masse que
précédemment du fait de la stationnarité de l’écoule-
ment) ; cette partie de fluide a la forme d’un anneau,
la vitesse étant radiale. Elle admet l’axe de la plaque
comme axe de symétrie.
La partie commune entre t et t + dt est donc A′BC ,
siège d’un écoulement stationnaire. Les grandeurs re-
latives à cette partie sont donc indépendantes du
temps.
La quantité de mouvement à l’instant t est

#»
P (t ) = #»

P A′BC +δm #»v A .

À l’instant t +dt , elle vaut

#»
P (t +dt ) = #»

P A′BC +δ
#»
P

Du fait de la symétrie radiale du fluide sortant de la
plaque, la quantité de mouvement δ

#»
P du fluide qui

sort de la plaque est globalement nulle : on peut re-
grouper deux à deux des masses élémentaires radiale-
ment opposées ; leurs vitesse étant opposées, on a avec
la notation de la figure

δmB
#»v B +δmC

#»v C = #»
0 .

La variation de la quantité de mouvement vaut donc

#»
P (t +dt )− #»

P (t ) =−δ#»v A =−Dm
#»v A dt =−ρSv A

#»v A dt ,

d’où
D

#»
P

Dt
=−ρSv A

#»v A .

Le système est soumis à :

— la force
#»
F air de pression de l’air sur la surface laté-

rale Slat ;

— la force
#»
F plaque/jet de la part de la plaque.

CPGE PSI 2024-2025 Lycée Jean Perrin 3/7



TD bilans Bilans dynamiques— solution

πR2

Slat

P0

d
#»
S 1

#»e x

La pression de l’air P0 étant uniforme, sa résultante sur
une surface fermée est nulle. On complète alors la sur-
face latérale par la surface plane πR2 (en noir sur la fi-
gure), et la résultante des forces de pression sur la sur-
face fermée ainsi construite s’écrit

#»
0 = #»

F air −P0πR2 #»e x

d’où
#»
F air = P0πR2 #»e x ,

et le bilan s’écrit

−ρSv2
A

#»e x = P0πR2 #»e x + #»
F plaque/jet .

On en déduire la force du jet sur la plaque

#»
F jet/plaque = ρSv2

A
#»e x +P0πR2 #»e x .

6—  Décollage d’une fusée

1. Se reporter au cours. On effectue un bilan de quan-
tité de mouvement sur la fusée :

d
#»
P

dt
= m

dv

dt
#»e z −Qu #»e z .

La loi de la dynamique s’écrit

d
#»
P

dt
=−m(t )g #»e z

soit

m
dv

dt
#»e z =−m(t )g #»e z +Qu #»e z .

On interprète cette expression en introduisant une
« force de poussée »

#»
Π telle que

m(t )
dv

dt
#»e z =−m(t )g #»e z + #»

Π

avec
#»
Π =Qu #»e z .

2. Le fusée décolle si à t = 0 on a

dv

dt
> 0

soit si

−m(0)g +Qu > 0.

Avec m(0) = m0 +mc, on en déduit Q >Qmin, avec

Qmin = (m0 +mc)
g

u
.

3. On a établi

m(t )
dv

dt
=−m(t )g +Qu .

Avec m(t ) = m0 +mc −Qt , on en déduit

dv

dt
=−g + Qu

m0 +mc −Qt
(1)

d’où en séparant les variables

dv =−g dt +u
Q dt

m0 +mc −Qt
.

On en déduit

v(t ) =−g t +u

ˆ t

0

Q dt

m0 +mc −Qt

=−g t −u

ˆ t

0

d(m0 +mc −Qt )

m0 +mc −Qt

soit

v(t ) =−g t −u ln

(
m0 +mc −Qt

m0 +mc

)
.

D’après (1) si Q >Qmin, on a
dv

dt
> 0 : la vitesse est une

fonction croissante du temps. La vitesse maximale est
alors atteinte à l’instant tm où tout la carburant a été
brûlé, soit Qtm = mc. On a alors

vmax =−g tmax −u ln
m0

m0 +mc

soit

vmax =−mcg

Q
+u ln

(
1+ mc

m0

)
.

En prenant Q =Qmin = (m0 +mc) g
u , on calcule

vmax =− mc

m0 +mc
u +u ln

m0

m0 +mc

= u

[
ln

(
1+ mc

m0

)
− mc

m0 +mc

]
soit vmax = 7,2 m · s−1.

En prenant 1,2Qmin, on trouve vmax = 13 m · s−1.
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7—  Effort sur un radier

Le système Σ défini par la surface de contrôle indiquée
sur la figure est un système ouvert.

(1) (2)H

h

p0

On construit le système fermé associé :

— S(t ) est constitué de Σ et de la masse δm de fluide
qui traverse la section d’entrée pendant dt ;

— S(t + dt ) est constitué de Σ et de la masse δm de
fluide qui traverse la section de sortie pendant dt .

On a
δm =µLH v1 dt =µLhv2 dt .

Calculons les quantités de mouvement

#»
P (t ) = #»

P Σ+δmv1
#»e x et

#»
P (t +dt ) = #»

P Σ+δmv2
#»e x

d’où
d

#»
P

dt
=µL(hv2

2 −H v2
1)#»e x .

Les actions extérieures sont :

— la force de pression
#»
F p,1 sur la section (1) d’entrée;

— la force de pression
#»
F p,2 sur la section (2) de sortie ;

— la force
#»
F r/e exercée par le radier.

Dans la zone (1), le champ des vitesses est uniforme. La
répartition de pression est donc hydrostatique

p1(z) = p0 +µg (H − z) .

De même dans la zone (2)

p2(z) = p0 +µg (h − z) .

On a donc

#»
F p,1 =

ˆ H

0
p1(z)L dz #»e x =

(
p0HL+µg L

H 2

2

)
#»e x .

De même

#»
F p,2 =−p0L(H −h)#»e x −

ˆ h

0
p2(z)L dz #»e x

=−p0L(H −h)#»e x −p0Lh #»e x −µg L
h2

2
#»e x

=−p0LH #»e x −µg L
h2

2
#»e x .

La résultante des forces de pression est donc

#»
F p =µg L

(
H 2 −h2

2

)
#»e x .

En notant
#»
F r/e = Fr/e

#»e x , la loi de la dynamique s’écrit,
en projection selon Ox

µL(hv2
2 −H v2

1) =µg L

(
H 2 −h2

2

)
+Fr/e .

L’effort exercé sur le radier est F =−Fr/e, soit

F = µg L

2
(H 2 −h2)−µL(hv2

2 −H v2
1) .

Avec H v1 = hv2, on a

F = µg L

2
(H 2 −h2)−µLH v2

1

(
H

h
−1

)
.

Avec g = 9,8 m · s−1, on calcule F = 2,7×103 N .

8—  Force sur un tuyau coudé

Le bilan de quantité de mouvement s’écrit

#»
P (t +dt )− #»

P (t ) = Dmdt (#»v C − #»v B )

B d’où
D

#»
P

Dt
= Dm(#»v C − #»v B ) .

Les actions extérieures sont

#»
F tuyau→BC ,

#»
F atm→S =−P0S #»u = P0S(−cosα#»e x + sinα#»e y )

et
#»
F eau amont = P1S #»e x .

La vitesse est donnée par

v = Dm

ρS

d’où

#»v B = v #»e x et #»v C = v(cosα#»e x − sinα#»e y ) .

On a donc

#»
F eau→tuyau = P1S #»e x −P0S #»u +D ·mv(#»e x − #»u )

soit

#»
F eau→tuyau =(

D2
m

ρS
+P0S

)[
(1−cosα)#»e x + sinα#»e y

]+K DmS #»e x .
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9—  Ressaut hydraulique

1. Le théorème de Bernoulli ne peut pas s’appliquer
entre x1 et x2 du fait de la zone turbulent située au ni-
veau du ressaut. Il ne permet donc pas de calculer v2 et
h2.

2. Pour x ⩽ x1, le champ des vitesses est uniforme et
parallèle, selon vex. On a donc une répartition hydro-
statique de pression, cette dernière vérifiant

dP1

dz
=µg .

Avec P1(h1) = P0, on en déduit sur la face d’entrée

P1(z) = P0 +µg (h1 − z) .

Avec P2(h2) = P0, la pression sur la face de sortie est
donnée par

P2(z) = P0 +µg (h2 − z) .

3. Le système Σ compris entre x1 et x2 est un système
ouvert, en régime stationnaire. On définit le système
fermé associé :

— S(t ) est constitué de Σ et de la masse δm de fluide
qui traverse la section x1 pendant dt ;

— S(t + dt ) est constitué de Σ et de la masse δm de
fluide qui traverse la section x2 pendant dt .

On a
δm =µLh1v1 =µLh2v2 .

La quantité de mouvement du système fermée est don-
née par

#»
P (t ) = #»

P Σ+δmv1
#»e x

et
#»
P (t +dt ) = #»

P Σ+δmv2
#»e x .

On en déduit

d
#»
P

dt
= δm(v2 − v1)#»e x .

La résultante des forces de pression sur la face d’entrée
est

#»
F e =

ˆ h1

0
P1(z)L dz +P0L(h2 −h1)

= P0Lh2+µg L

ˆ h1

0
(h1−z)dz = P0Lh2+µg L

(
h1h1 −

h2
1

2

)
soit

#»
F e = P0Lh2 +

µg Lh2
1

2
.

De même, la résultante des forces de pression sur la
face de sortie est

#»
F s =−

ˆ h2

0
P2(z)L dz =−P0Lh2−µg L

ˆ h2

0
(h2−z)dz

=−P0Lh2 −µg L

(
h2h2 −

h2
2

2

)

soit
#»
F s =−P0Lh2 −

µg Lh2
2

2
.

Le loi de la quantité de mouvement s’écrit, en projec-
tion selon Ox

δm(v2 − v1) = µg L

2
(h2

1 −h2
2) ,

soit avec δm =µLh1v1

µLh1v1 = (v2 − v1) = µg L

2
(h2

1 −h2
2)

d’où

h1v1(v2 − v1) = g

2
(h2

1 −h2
2) .

4. Avec la conservation du débit volumique h1v1 =
h2v2 on peut écrire

h1v2
1

h1 −h2

h2
= g

2
(h1 −h2)(h1 +h2)

d’où

v1 =
√

g h2

2h1
(h1 +h2)

et

v2 =
√

g h1

2h2
(h1 +h2) .

5. On effectue un bilan d’énergie cinétique pour le sys-
tème fermé S :

Ec(t ) = Ec,Σ+ 1

2
δmv2

1

et

Ec(t +dt ) = Ec,Σ+ 1

2
δmv2

2

avec δm =µLh1v1 dt , d’où

dEc

dt
= 1

2
µLh1v1(v2

2 − v2
1) .

La puissance des forces de pression est donnée par

Ppress =
ˆ h1

0
P1(z)L dzv1 −

ˆ h2

0
P2(z)L dzv2

= Lv1

(
P0h1 +µg

h2
1

2

)
−Lv2

(
P0h2 +µg

h2
2

2

)

= P0L(h1v1 −h2v2)+ µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2) .

Comme h1v1 = h2v2, on a

Ppress = µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2) .
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Le théorème de la puissance cinétique s’écrit

dEc

dt
=Ppress +Pint

soit

1

2
µLh1v1(v2

2 − v2
1) = µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2)+Pint .

On a donc

Pint = 1

2
µLh1v1(v2

2 − v2
1)− µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2)

= 1

2
µLh1v1(v2 − v1)(v2 + v1)− µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2)

= 1

2
µL

g

2
(h2

1 −h2
2)(v2 + v1)− µg L

2
(v1h2

1 − v2h2
2)

= µg L

4

[
(h2

1 −h2
2)(v2 + v1)−2(v1h2

1 − v2h2
2)

]
soit avec h1v1 = h2v2

Pint = µg L

4

[
(h2

1 −h2
2)(h1 +h2)

v1

h2
−2h1v1(h1 −h2)

]
= µg L

4
(h1 −h2)

[
(h1 +h2)2 v1

h2
−2h1v1

]
= µg L

4
(h1 −h2)

v1

h2

[
h2

1 +h2
2 +2h1h2 −2h1h2

]

soit

Pint = µg L

2

h2
1 +h2

2

h2
(h1 −h2) .

Comme h1 < h2, on a Pint < 0 : il s’agit bien d’une
puissance dissipée dans la zone turbulente.

10—  Tourniquet hydraulique

Un tourniquet hydraulique est forme de deux branches
de rayon R, éjectant chacune, à une vitesse relative u
orthoradiale vers l’arrière, de l’eau avec un débit mas-
sique D/2. Il est alimenté par une canalisation verticale
amenant le débit totale D .
La liaison entre la canalisation d’amenée et le tourni-
quet est supposée sans frottement et sans fuite.
On note J le moment d’inertie du tourniquet rempli de
fluide par rapport à son axe.

1. On suppose le régime permanent atteint. Quelle est
la vitesse de rotation ω du tourniquet?

2. Que devient cette vitesse de rotation si on suppose
le tourniquet soumis à un couple de frottement fluide
Γ=−λω?

3. Étudier le régime transitoire, en établissant la loi
ω(t ), avec ω(0) = 0.
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