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Bilans dynamiques — solution

1 — Pompe

On considere un bloc pompe P qui puise de 'eau au
fond d’un puits de profondeur & =5 m.

La section du tuyau AB fait 100 cm?, celle du tuyau CD
fait 10 cm?.

La pression atmosphérique est de 1 bar, la pression de
vapeur saturante de I'eau a 20 °C est de 2,3 kPa.

Le débit volumique est Dy =10 L-s™ 1.

1. Quelles hypothéses peut-on faire sur I'’écoulement?
2. Quelle est la vitesse du fluide en A?

3. Que vaut la pression en B?Y a-t-il un risque de ca-
vitation?

4. Quelle est la puissance de la pompe?

5. Quelle altitude maximale pourra atteindre le jet
d’eau?

2 — Perte de charge singuliére

1. Lapression p; s’exerce sur les deux faces en amont :
la section S; et la partie droite d’aire S, — S; en contact
avec la zone morte, soit sur la surface totale S; + (S, —
S1) = S». La pression p, s’exerce sur la section S, en
aval. Le bilan total des forces s’exercant sur le fluide est
donc

=
F =Sy(p1—p2) €y |.
2. Le débit massique, conservé, s’écrit

Dy =p11S1=p12S> .

3. On construit un systeme fermé :

al'instant ¢, il est constitué du fluide entre les sec-
tions S; et S» du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt de fluide qui franchit la section amont
pendant dt, a la vitesse vy ;

alinstant ¢ + d¢, il est constitué du fluide entre les
sections S; et Sy du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt qui franchit la section aval pendant d¢,
alavitesse vs.

Ecrivons la quantité de mouvement de ce systéme a
I'instant t, soit

P(t)= P*(O) +dmuv, &
et al'instant ¢ + d¢, soit
P(t+dt)= P (t+dt) +dmu, &y.

L'écoulement étant stationnaire, la quantité de mouve-
ment de la partie de fluide comprise entre les sections
amont et aval, fixes, vérifie ﬁ*u +di) = 3*(0. On a
donc

P(t+dt)— P(t) = Dy (vs — v7) €xdt,

DP N
— =Dy (v2—vy) €.
Dt m(2 1) X

Le principe de la résultante dynamique s’écrit
DP
—___ -F

Dt
soit en projection selon €y :
Dm(v2 —v1) = Sa2(p1—p2)

4. Onadonc

D
p2=p1+—(W1—1v2)=p1+pv2(v1—12)

S2

soit
& ZE+U2(U1—V2).
p P

On remarque que

2 2 2 2
V] — Uy — (V2 —v1)" = =205 + 20102 = 202 (V1 — 12),

d’olt
pe_pi iz V(2o
PP 2

La relation de Bernoulli conduirait a

2 2
o U 1V
P2 . %_P1 "

p 2 p 2

Le théoreme de Bernoulli est valable pour un écoule-
ment parfait. On peut I'utiliser dans le cas d'un écoule-
ment réel si les effets de la viscosité sont confinés dans
une couche limite de faible épaisseur. On observe ici
un décollement de la couche limite au niveau du chan-
gement de section, entrainant ’apparition d’'une zone
«morte » ol la viscosité ne peut plus étre négligée. On
ne peut donc utiliser le théoréeme de Bernoulli.



TD bilans

Bilans dynamiques — solution

5. En terme de pression, la relation obtenue s’écrit

2 2

2 2
PV, pvy  p(va—v1) pUy
+—==p+——-————=p1+——-A
p2 ) p1 5 > p1 5 p
ol la perte de charge est donnée par
p(vz —v1)?
Ap="—""=—".
P 2
2
Comme S;v; = S22, on en déduit Ap = ap—;l, avec

S 2
(x:(l——l) .
So

3 — Homogénéisation d'un écoulement

1. Les forces tangentielles de viscosité homogénéisent
I'écoulement, par diffusion de quantité de mouve-
ment.

2. Deux inconnues p3 et vs : il faut faire un bilan de
masse et un bilan de quantité de mouvement.
Bilan de masse :

m(t)+dmy+0my=m(t+dt)+dms

avec S
omy = 'UE voddt,

Sl}o
6my=u——ddt
my ,Uz 2
et
(SI’YL3=NSU3dl'.

La conservation de la masse conduit a

S SU()
—vodt+pu——dt=uSvsdt
HZVO Hz > HOV3

31/0
v3=— .
Ty

Bilan de quantité de mouvement :

577’111)14-517’121/2 25Wl3l}3

d’ou S S )
,uzvgdt+uz(%) dt:,uSvgdt

soit 5 p
SHSVG = 75 SV

d’ ol D )
Px 2
=——uSv;.
Dt 161770

Le poids et les forces de pression latérales sont sans ef-
fet dans la direction Ox; il reste les forces de pression
en amont et en aval :

1 s s
—— uSv2 = —p3S+ po= + po=
Kt = =PsS+pog +pos

oL ?
= — Uy |-
P3 = Po 16“ 0
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3. Ona
0,1 2 1 2
E.(8)=E; + 56m1 vy + 55’"2”2
soit 9
0 3
E.(1) = E; +3—2,uSv0dt
et

1 27
Ec(t+dt)=E0+ Eémgvg =E + ﬁpSvgdt.

On adonc, avec v3 =3vy/4:

DE, 9

=——uSvd.
Dt 128H°"0

Le poids et les forces de pression latérales ont une puis-
sance nulle (forces normales au déplacement); la puis-
sance des forces de viscosité sur les parois est nulle
car la vitesse du fluide est nulle sur les parois fixes. Il
reste la puissance des forces de pression en amont et
enaval :

DE, 9 3 S SUO .
= ——uSvy; = —p3Svz + po= Vg + po— — + Pint
Dt 128” 0 p3ovs P02 0 P02 5
d’ou

Pint J s3+3s ( ) 33(3 9)
int=———uSv, + =3Sv - =uSyy|l ——-—1.
128” 0Ty 0{P3— Po) = UoV, 64 128

On adonc

3
Pint = ———puSv3 <0 .
in g HSv0

Les forces intérieures de viscosité sont donc dissipa-
tives.

4 — Tuyere de Laval

1. Le bilan d’énergie s’écrit, entre x =0 et x a la cote z
constante :

D | h(x) = ho + %(vz(x) ~ V)| = P+ Pg.

La tuyere étant calorifugée, ona &g =0.1ln'y a pas de
partie mobiles : &, = 0. On a donc

v2(x) = Ug +2[ho — h(x)].

Pour le gaz parfait :

ho = h(x) = ¢p[To— T(x)] = 0= 1)M[To T (x)]
_ YRTy 1— T (x) _ vPy _ T (x)
(y-bDM Ty (r = Do Ty

Le gaz parfait subissant une évolution isentropique, la
loi de Laplace s’écrit

P10 =P, 1Y,

d’ol1’équation de Saint-Venant

ZYP()
2 2

v (x): Vg + —
O (y=Duo
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2. La conservation du débit massique s'écrit Dy, =
w(x)S(x)v(x) = cte. La dérivée logarithmique s’écrit
alors

1 du 1 dS 1 dv

L dr  SWdx v dx

Laloi de Laplace p(x)1~Y (x) = cte conduit a

1 dp vy du
p(x) dx  u(x) dx’

L'équation d’Euler en projection selon Ox s’écrit

dv 1 d
(X)=—= %P
dx w(x) dx
On a donc
a1 dp_ o u@ dp
ux)dx  ypx) dx yp(x) dx’
d’ou
1 ds__1dv o 80 1 dv
S(x)dx  wv(x)dx Yp(x) v(x) dx
soit
1 dS_ 1 dv[vu) 1]
S(x)dx v@dx| yp& '
On adonc
LS LAy ey g LAY
S(x)dx v(x)dx . v(x) dx
avec
M?(x) = —UZ(X)MX)
ypx)

dv
3. Onveut — > 0.
dx

Tant que v(x) < c(x), on a M? -1 < 0; il faut donc

ds R A
Ix < 0:la tuyere doit étre convergente.
X

5 . ds
Pour v(x) > c(x), on a M“ -1 > 0; il faut alors ax >0:
X
la tuyere doit étre divergente.

Le profil de la tuyere doit donc étre convergent-
divergent comme indiqué sur le schéma de I'énoncé.

5 — Action d’un jet sur une plaque

On considére le systeme fermé, représenté ainsi de
profil :

— ABC al'instant ¢;

— A'B'C’ alinstant ¢ +dt.
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Alinstant ¢, il comporte, outre la partie commune, la
masse 6 m de fluide qui va entrer de ¢ a ¢+ dt, a la vi-
tesse uniforme 7 4.

Alinstant t+d¢, il comporte, outre la partie commune,
la masse dm qui sort de t a ¢+ dt (méme masse que
précédemment du fait de la stationnarité de I’écoule-
ment); cette partie de fluide a la forme d'un anneau,
la vitesse étant radiale. Elle admet I'axe de la plaque
comme axe de symétrie.

La partie commune entre ¢ et ¢+ dt¢ est donc A'BC,
siege d'un écoulement stationnaire. Les grandeurs re-
latives a cette partie sont donc indépendantes du
temps.

La quantité de mouvement a I'instant ¢ est

Y;(t) = f’)Arlgc+5mT}’A.
Alinstant ¢ + dt, elle vaut

— — —

P(t+dt)=Papc+06P

Du fait de la symétrie radiale du fluide sortant de la
plaque, la quantité de mouvement § P du fluide qui
sort de la plaque est globalement nulle : on peut re-
grouper deux a deux des masses élémentaires radiale-
ment opposées; leurs vitesse étant opposées, on a avec
la notation de la figure

5mB_173 +6chfc = 6)
La variation de la quantité de mouvement vaut donc
ﬁ(l’-f—dl’) - _f;(t) = _6T’>A = —DmT/’Adt = —pSl)A7A de,

d’ou

Le systéme est soumis a :

N
— la force Fi; de pression de 'air sur la surface laté-
rale Syy¢;

— la force T?)plaque sjet de la part de la plaque.
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TR?

ol

La pression de I'air Py étant uniforme, sa résultante sur
une surface fermée est nulle. On complete alors la sur-
face latérale par la surface plane 7R? (en noir sur la fi-
gure), et la résultante des forces de pression sur la sur-
face fermée ainsi construite s’écrit

6 = fair - PoﬂRz_éx

d’ou
—> 2_>
Faiy = PonR" €y,

et le bilan s’écrit
—pSvi_e} = P07TR2 Cx+ ?plaque/jet.

On en déduire la force du jet sur la plaque

Fjet/plaque = pSV5 €x+ PymR* €y .

6 — Décollage d'une fusée

1. Se reporter au cours. On effectue un bilan de quan-
tité de mouvement sur la fusée :

Q)—mg_e’ -Que.
dr T dr * z

La loi de la dynamique s’écrit

- - Hee.
1 m(r)ge;
soit
dv_, . -
m—e;=—m(f)ge,+Que;.

dt

On interpréte cette expression en introduisant une
—

«force de poussée » I1 telle que

dv =
m(t)—¢€,=-m(r)g e, + 11
dt
=
avec I =Que, .
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2. Lefusée décollesiar=0ona

dv>0
dt

soit si
-m(0)g+Qu>0.

Avec m(0) = mg + mg, on en déduit Q > Qnin, avec
g
Qmin = (Mo + mC)E .
3. On a établi

m(t)g =-m(t)g+Qu
dr g '

Avec m(t) = my+ me — Qt, on en déduit

dv_
dr

Qu
_g+m0+mc—Qt )

d’ol1 en séparant les variables

dt
dv=—gdt+uQ—.
mo+me—Qt
On en déduit
t dt
v()=-gt+u Q—
o Mo+me—Qt
/td(m0+mc—Qt)
=-gt—-u
o Mmo+me—Qt
soit

moy + me

dv
D’apres (1) si Q > Qmin, on a T > 0 : la vitesse est une
fonction croissante du temps. La vitesse maximale est
alors atteinte a I'instant £, o1 tout la carburant a été

brlé, soit Qty, = m.. On a alors
f In —0
Vmax = — —uln——
max 8 Imax Mo+ Me

soit
meg

Umax =

+ uln(l + ﬂ) .
mo

En prenant Q = Qmin = (mgo + mc) %, on calcule

me my
Vmax = — u+uln
moy + me moy + me
m m
—u 1n(1+_0)_—°]
my moy + me

SOit Umax = 7,2 m-s~ 1,

En prenant 1,2Qpmin, ON trouve Uy = 13 m-s~ 1
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7 — Effort sur un radier

Le systéme X défini par la surface de controle indiquée
sur la figure est un systeme ouvert.

On construit le systéme fermé associé :

— S(1) est constitué de X et de la masse 6 m de fluide
qui traverse la section d’entrée pendant d¢;

— S(t +d?) est constitué de X et de la masse 6m de
fluide qui traverse la section de sortie pendant dz.

Ona
dm=ulLHv,dt=puLhv,dt.

Calculons les quantités de mouvement

P(t)= Ps+6mu,@x et P(t+dt)= Ps+6muv, ey
d’olu N
i—I; = uL(hvs — Hv}) @y.
Les actions extérieures sont :
— la force de pression fp,l sur la section (1) d’entrée;
— la force de pression fp,Z sur la section (2) de sortie;
— laforce fr/e exercée par le radier.

Dansla zone (1), le champ des vitesses est uniforme. La
répartition de pression est donc hydrostatique

p1(2) = po+ug(H-2z).

De méme dans la zone (2)

p2(2) = po+puglh-2).

On adonc

— H H2

Fpa =/ p1(z)Ldz €y = (ngL+;1gL7 Z.
0

De méme

h
Fp,2 =—poL(H~- h)?x —/ pz(Z)LdZ?x
0

— — h2—>
=—poL(H—-h)ex—poLh ex_lllgL? €x

h2
=—poLHéx—pugl—-éx.
La résultante des forces de pression est donc

H? — K2

fp:ugL( )?x.
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—
En notant F/e = Fy/e €y, laloi de la dynamique s'écrit,
en projection selon Ox

2 2

uL(hvs — Hvj) = ng( + Fy/e.

Leffort exercé sur le radier est F = — F,/e, Soit

_ HslL
2

F (H? — h*) — puL(hvi — Hv?).
Avec Hv; = hvy, ona

pgL
2

H
F= (Hz—hz)—,uLva(E—l) :

Avec g=9,8m-s ', oncalcule F=2,7x103N .

8 — Force sur un tuyau coudé

Le bilan de quantité de mouvement s’écrit
P(t+dt)— P(t) = Dydt(Tc— V)

B d’ou
DP Do (Te— Tn)
—_— = Vvc— U .
Dt m C B

Les actions extérieures sont
—
F tuyau—BC

—>
Fam—s = —PoSU = PyS(—cosa €y +sina’e)

et

=1 —
Feauamont = P1S e

La vitesse est donnée par

D,
vV=——
pS
d’ou
— —> — — . —
vp=vexy et vUc=v(cosaey—sinaey).
On adonc

- — — — —
Feau—tuyau = P1Sex—PoSu +D.mv(ex— u)

soit

—
F eau—tuyau =

D2
(—m +POS) [1-cosa)€y+sinaéy]+ KDySey.
pS

5/7



TD bilans

Bilans dynamiques — solution

9 — Ressaut hydraulique

1. Le théoreme de Bernoulli ne peut pas s’appliquer
entre x; et x, du fait de la zone turbulent située au ni-
veau du ressaut. Il ne permet donc pas de calculer v, et
hy.

2. Pour x < x1, le champ des vitesses est uniforme et
paralléle, selon vex. On a donc une répartition hydro-
statique de pression, cette derniere vérifiant

dpP; 3
Avec P;(h1) = Py, on en déduit sur la face d’entrée

Pi(2) :P0+,ug(h1—z) .

Avec P,(hy) = Py, la pression sur la face de sortie est
donnée par

Py(z) =Py +uglhy—2z) |.

3. Le systéme X compris entre x; et xp est un systeme
ouvert, en régime stationnaire. On définit le systéme
fermé associé :
— S(1) est constitué de X et de la masse 6 m de fluide
qui traverse la section x; pendant dz;
— S(t +d?) est constitué de X et de la masse 6m de
fluide qui traverse la section x, pendant dz.
Ona
dm=puLhyvy=uLhyvs.
La quantité de mouvement du systeme fermée est don-
née par N R N
P(t)=Ps+0mv; ey

et
P(t+dp) = Py +6mu, 8x.
On en déduit
ar _ Sm(ve —v1) €x.
dt

La résultante des forces de pression sur la face d’entrée
est

— h
Fez/ Pl(Z)LdZ+POL(h2—h1)
0
h h2
:PoLh2+/,tgL/ (hl—z)dZ:PoLh2+/.lgL(h1h1—?l)
0

soit )
Lh
T;e = Poth + % .
De méme, la résultante des forces de pression sur la
face de sortie est
hy

—> hz
Fy= —/ Py(z)Ldz=—-PyLhy —ugL (h, —2)dz
0 0

&
=—PoLhy —pugL| hahy - >
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soit

N Lh2
FS:—POLhz—“g Z,

Le loi de la quantité de mouvement s’écrit, en projec-
tion selon Ox

L
om(vy—11) = _Hi’ (hf - hg),
soit avec 6m = uLhy v,

L
pLhyvy = (v2—v1) = %(h% ~ )

hv(v2—v1) = g(h% ~h3) .

4. Avec la conservation du débit volumique h;v; =
hy vy on peut écrire

hi—h
hlv% lh Zzg(hl—hz)(h1+h2)
2 2
d’ou
h
012\/§—}:(h1+h2)
et

[gh
=1/ =—(hy + hy) .
1) th( 1+ h)

5. On effectue un bilan d’énergie cinétique pour le sys-
teme fermé S:

1
E.(t) = Ecx + Eamuf

et
1
Ec(t+df) = Ec s + 56mv§

avec 6m = puLhyvydt, d'ou

dE, 1
dtc = E,uthvl(vg - vf).

La puissance des forces de pression est donnée par

hy hy
U)press = / Pi(z)Ldz1, —/ Py(z)Ldzv,
0 0

n
=Lv;|Poly +,ug? —Lvy

h3
P()hz +ug—
2
L
=PoL(hyv1 —hav) + %(vlh% - vzhg).

Comme h;vy = hpvp,ona

pgL

CPpress = T(Vl h% - Uzhg) .

6/7
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Le théoreme de la puissance cinétique s’écrit

O Pirss + Pim
soit
%uthvl(vi -1} = %ﬂ(vlh% — U2h3) + Pine.
On adonc

Pint = %uth vl(vg - vf) - %ﬂ(vlh% - vzhg)
= %#th v (v2—v) (V2 +v1) - %gL(Ulh% — vph5)
- %uLg(hf — W) vy + v1) - %g];(vlhf )
= “T"L [(h2 = h3) (V2 + v1) — 2(v1 hf — V2 1))

soit avec hyvy = hovo

L v
Pint = % [(h% —h3)(h + hz)h—1 —2hyvi(hy — hz)]
2

pgL
=——(1—-h
4 (h1— hy)

v
(h + hz)zh—l -2mn
2

L
= &(hl - hz) U1 [h% + h% +2h1h2 —Zhll’lg]
2

4 ho
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soit
ugL h% + hg

=

(h1—hy) .

Comme hy < hp, on a | Py <0 : il s’agit bien d'une
puissance dissipée dans la zone turbulente.

10 — Tourniquet hydraulique

Un tourniquet hydraulique est forme de deux branches
de rayon R, éjectant chacune, a une vitesse relative u
orthoradiale vers I'arriere, de 'eau avec un débit mas-
sique D/2. 1l est alimenté par une canalisation verticale
amenant le débit totale D.

La liaison entre la canalisation d’amenée et le tourni-
quet est supposée sans frottement et sans fuite.

On note J le moment d’inertie du tourniquet rempli de
fluide par rapport a son axe.

1. Onsuppose le régime permanent atteint. Quelle est
la vitesse de rotation w du tourniquet?

2. Que devient cette vitesse de rotation si on suppose
le tourniquet soumis a un couple de frottement fluide
=-Aw?

3. Etudier le régime transitoire, en établissant la loi
w(t), avec w(0) =0.
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