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Solution

1 — Cornet acoustique

1. On considere la tranche comprise entre les abs-
cisses x et x +dx:

X x+dx

La masse de ce systéeme est
om(x, t) = u(x, )S(x)dx.

Pendant dt, elle varie de
_ _ U
dém)=6m(x,t+dt)—m(x,t) = ES(x) dxdzt.
La masse recue par ce systeme pendant d¢ est

8% Myequ = p(x, Hv1 (x, 1) S(x) dt
—u(x+dx, Hvy(x+dx, £)S(x +dx) dt
0 (plx, Dn (x, HS(x)

= dxdz.
0x .

En se limitant au premier ordre, comme pu(x, t) = o +
u1(x, 1), ona

ov ds
52mregu = —,U()a—xlS(x) dxdt—uovladxdt
(31/1
= —/J()ES(JC) dxdt+ poov; S(x)dxdz

avec S(x) = Spe 7.

Le bilan d(6m) = 62 Myecu, conduit alors a

L'équation d’Euler linéarisée s’écrit

dvy  Op
Ho—=—=——>—"
ot 0x
L'équation linéarisée traduisant I'adiabaticité de 1'évo-
lution s’écrit
H1= HoXsP1-

2. La conservation de la matiére s’écrit alors

op oy
— =—ly—+ .
HoXs Y Ho ox Mooy
Dérivons par rapport au temps :
62]91 62 4] + 6111
= — o—.
HoXs EYD Hoatax Ho Y
D’apres I'équation d’Euler, on a donc
Fp1_p dm
HoXs o = x2 ~ “ox

Avec ¢ =1/,/lpxs, on en déduit'équation d’onde véri-
fiée par la surpression :

0° 0° 0
PL_ 20°P_ 20P1

0t2 0x2 0x

» Ce n'est pas I'équation de d’Alembert; cependant,
dans le cas d'un tuyau de section constante, ca-
ractérisé par o = 0, on retrouve bien 1'équation de
d’Alembert, le phénomeéne étant unidimensionnel.

En cherchant une solution proportionnelle a expli(wt—

kx)], on obtient

2

—w? = —k*c? +ikoc?,

d’ot1 la relation de dispersion :
k*—iock—w*/c* =0 .

Le discriminant de la relation de dispersion s’écrit

2 2
4w° 4w 5

=—--0".

A= (—i0)?+ —
(-i0)* + — = —

. L e . ogc
Il apparait une pulsation caractéristique w. = -
1ercas:w<w..OnaA<0,et
ioc+iv-A
5 .

Le module d’'onde est imaginaire pur : il n'y a pas de
propagation possible (pas de partie réelle pour k); on
observe une onde évanescente.
2¢cas:w>w..0naA>0,et

k=

. . 2 _ )2
icxvA o W" — W
k= =—+
- 2 2 c
La surpression s’écrit alors
2 _ 2 .
i Y= x) ~i(%n

Bl (x, 1) = 201 €

On conserve la solution correspondant a une progres-
sion dans le sens des x croissants, soit

c

Zx

)c)e2

i(wt—

Bl(x’ B = 301 €
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On adonc

p1(x, 1) = proe?* cos

2]
wWil=——+¢
Vo

T .
La partie imaginaire k" = — > 0 se traduit pas une am-
plification de I'amplitude de 'onde acoustique (c’est
le réle du cornet!). Cette amplification n’est pas due au
milieu de propagation, mais a la géométrie du systéme.

V2-w?
c

I'onde a la vitesse de phase v, =

La partie réelle k' = traduit la propagation de

c

En conclusion :

— le cornet permet de transmettre les ondes de pulsa-
tion w > w¢ = %; il se comporte donc comme un
filtre passe-haut;

— lorsque les ondes sont transmises, le cornet réalise
une amplification, d’autant plus important que o
est grand (c’est-a-dire que la section du cornet di-
minue rapidement), mais la fréquence de coupure
fc est alors plus élevée;

— la propagation, quand elle se produit, est disper-
sive : c’est un amplificateur de piétre qualité mu-
sicale.

2 — Equation des télégraphistes

1. Loi des mailles:

ulx, ) = u(x+dx, ) +ri(x, 1) dx+/lalg‘; D dx,

soit

6u(x t) rite D+ ai(X,t)
0x © 0o
Loi des noeuds :
0 dx, t
i(x,1) =gu(x+dx, 1) dx+yu(x+x) dx+i(x+dx, 1)
soit
al(x t) ou(x,t)
gu(x,t)+vy .
0x ot
On a donc
62—u——rﬁ— il =rgulx,t)+r a——)L o
ox2~ Tox “oxor & Yor " axar
=rgu(x,t)+r 6—+/1 u +A 0u
§ Yor T8 T o2
d’olt
0% 0%u
axlzt y/l +(r)/+/1g)—+rgu(x,t)

2. Onretrouvel’équation de d’Alembert dans le cas ou

— r =0, larésistance des conducteurs est négligeable;
— g =0, larésistance de fuite de I'isolant est infinie.
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Solution
On a alors
u _ 0*u_10°u woe loe 1
0x? 012 % ar? Ay

L'équation d’onde conduit a
—k* = —0*yA+jory+Ag) =g
soit avec I'expression de ¢

2 W
k :?—Jw(ry+/1g)—rg.

On peut écrire

2
w
K =—

1-
= 62

,(ry+/1g)cz rgc2
J w S w?
TY+g
_ oy _

wZ

c2

rg ]
w? Ly

que I'on peut mettre sous la forme

s va) (vl |

Lexpression proposée s’écrivant

2
w
K==

(,‘2

2
kzzw—z[l —j(a+b) - ab]

on identifie facilement

4. La condition de Heaviside s’écrit

17y
et la relation de dispersion devient
2 oy 2

K2 = ) A -
JM) A2w?

=2
En notant k = k; +jki, on a

K = k2 — k2 + 2k k.«
Par identification avec la relation de dispersion :

w2

c2

2

A2w?

w? r

2 g2
ke =k = 2 Ao’

et 2kiki=-2

On identifie facilement
w
ky=—
c

et

ot
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Solution

soit

ki:—r —|.

. w
La vitesse de phase vaut v, = —

= ¢ : la propagation
ke

n’est pas dispersive.

On a k; < 0 : il y a absorption de 'onde au cours de sa
propagation. Londe peut s’écrire

kix -x/0 Cosj(wt—er) .

u(x, ) = uy ek cod @k =y e

L'absorption se fait sur une distance caractéristique 6 =

1 1 /A
——,s0it |6 =——1/— .

i rvyy

3 — Chaine infinie de pendules couplés

1. Appliquons le théoreme du moment cinétique en
O;,, projeté sur ’axe Ox, au pendule (n). Ce pendule est
soumis a son poids m'g, qui s’applique en son centre
de gravité G,, de moment

0,Gp,Anmg = —zmgsm(ﬂ,,) €.

Le couple de rappel exercé par le fil de torsion compris
entre O,,_1 et O,, est —C(0,, — 0,,_1) € ; le fil de torsion
compris entre O, et O, exerce le couple de rappel
—~C(0,, —0p41) €. La projection selon € du théoréme
du moment cinétique s’écrit alors :

mL? d%6 mgL .
= gz = Cl0nn1=20,+0,11- sind,
_do,
dr

Dans le cas des oscillations de faible amplitude, on
peut linéariser sinf, = 8, et '’équation du mouvement
devient :

do,

mL? d%0, mgL o, 30n
dt

3 F = C[9n+1 —29n +9n—1] - _Hn -

2. On peut alors remplacer 8,_; et 8,.; dans I'équa-
tion précédente par leur développement de Taylor au
voisinage de x = nd :

00 d?o%0

Op1() =0(x+d, 1) =0(x, tHdaJr?@
0,00+ ae d? 6°0
0x 2 0x2

et:

00 d? 3%0

Op1()=0(x—d,t)=0(x,1)—d ot o a2
—0,(0)— 69 d? 3%
- Gx 2 0x2’
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2

0“0
On a alors 0,41 —20, +0,_1 = dzﬁ et 'équation de
X

récurrence s’écrit :
mL? 0%
3 912

,0%0 mgL
0x2

Nous obtenons une équation d’onde, qui n’est pas
I’équation de d’Alembert.

——0(x, 1) - (1

3. Ecrivons que 'onde

_ i(wt—kx)
O(x,1) = Qoe =

est solution de I'équation d’onde précédente. Apres
simplification par exp (i(w? — kx)), on obtient

, mL?

-w TA —k*Cd® - +iwa |6,

mgL
2 0"

L'onde cherchée est solution si Qo #0, soit Si :

mlL? mglL . wa
k* = w* - —i . 2
= 3Cd? 2Cd?> Cd? @
Cette relation entre k et w est appelée relation de dis-
persion.

4.a) Sia=0,larelation de dispersion (2) devient :

,  mL? L2 MeL _ mL* [ , 3g
= 3Cd? 2Cd?  3Cd? 2L
Elle est de la forme
k2 — wz - LU%
avec
3g 3Cd?
we=1/—=| et c= .
2L mL2

4.b) Siw>w; ona Ic2 > 0. Le nombre d’onde est réel :

m \/mLZ

2__

K'(w) =

3Cd?

Il'y a propagation. La vitesse de phase vaut

w c 3Cd?
Vy=—= =
K Wi mL2 - 38k
— 2

La vitesse de phase dépend de la pulsation : la propa-
gation est dispersive. Comme k" = 0, il n'y a pas ab-
sorption.

Siw < we, ona k? < 0. Le nombre d’onde est imaginaire
pur:

soit

38
K'=+
\ 3ca2 3Cd2 \/ ka

Iy a donc absorption. Comme k' = 0, il n’y a pas pro-
pagation.
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Solution

5. Siw est élevé, on peut négliger le terme constant de-
vant le terme en w? de la partie réelle de k* dans la re-

lation (2). Il faut donc
mL?

>
3caz?
3
w > —g
V2L
oo fE
L

La pulsation de I'onde doit étre grande devant la pulsa-
tion propre de chaque pendule pesant.

mgL
2Cd2

soit

Cela revient a

5.a)
, ml* , i« ml?w? [ . 3a
= o w= —i .
-  3Cd? Cd? 3Cd? ml2w
. . a R N
Le terme sans dimension >— peut étre considéré
mLcw

comme un infiniment petit quand w est grand, d’ot la
linéarisation :

mL2w?
3Cd?

[1 i3
mL2w
mL2w?
3Cd?

1-i
[ 2mL2w

La relation de dispersion s’écrit alors :

[ mL? . 3 o e
k(w) = 3Cd2w—1a m—k(w)ﬂk (w)

avec :

msz et k'"(w)=-ay/ >
3Cd? B 4ml2Cd?

5.b) Comme k' # 0, il y a propagation. La vitesse de

phase vaut
_w _ [3Cd?
S TN e

Elle est indépendante de w : la propagation n’est pas
dispersive.

k'(w) =

5.c) Ona k" (w) <0 (avec k' (w) > 0) : il y a absorption.
On remarque que I'absorption est d’autant plus impor-
tante que le coefficient « caractéristique du couple de
frottement est grand, ce qui était prévisible.

5.d) Sia=0,onak” =0:0naunphénomene de pro-
pagation non dispersif, sans absorption. La relation de
dispersion s’écrit alors

o ml?

£ T 3caY
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Considérer w grand revient a négliger le terme di a la
pesanteur. Léquation d’onde est alors donnée par

mL? 660 3 ,0%0

3 02 T ax?’
On retrouve I'équation de d’Alembert, qui décrit bien
un phénomene non dispersif, sans absorption.

4 — Corde vibrante verticale

1. Considérons I’élément de corde compris en I'abs-
cisse z et I'extrémité z = L, de masse m = A(L—z). 1l
est soumis :

— asonpoids mg = ML—-2)g€;

s
— alatension T = —T(z) €, au point de jonction avec
la partie supérieure de la corde.

L'élément de corde étant au repos, la condition d’équi-
libre s’écrit, en projection sur € :

AML-2)g-T(2) =0, 3)

T(2)=ML-2)g .

2. Onnote a(z, t) 'angle que fait la tangente a la corde
en z avec la verticale; on considere des oscillations
de faible amplitude : || < 1. La projection selon €,
du principe de la dynamique appliqué a I'élément de
corde précédent conduit a

0=Agdz+T(z+dz,t)cosalz+dz, 1) - T(z)cosal(z, 1)

=~Agdz+T(z+dz, 1) - T(z,1)

On retrouve 1’équation(3); au premier ordre, la ten-
sion reste indépendante du temps et est donnée par
T(z) = A(L-2)g.
La projection selon €, du principe de la dynamique
s’écrit :

2

P
Adza—t’; = T(z+dz)sina(z+dz, 1) — T(2)sina(z, 1)

~T(z+d2)a(z+dz, t) - T(2)a(z,t)

0(T(2)a(z, 1)
=—— dz.
0z

0x
Comme a(z,t) =tana(z, t) = 0—, ona
z

2

022

#?x 0

222
0t2 0z

3 3
[/I(L— z)gé] - —Aga—z +Ag(L-2)

L'équation d’onde s’écrit donc

0%x 0x ol )62x
- =——0o— —Z)——
oz 85778 022
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Solution

3. En tenant compte du frottement visqueux, le prin-
cipe de la dynamique s’écrit, en projection sur € :
2x
Adzﬁ =T(z+dz)sina(z+dz, t) — T(z)sina(z, t)
0x

-a—dz.
oo dz

Dans le cas d’oscillations de faible amplitude, on ob-
tient :

Fx_ X 0% _adx
oz & 022 %oz :

4. Avec la solution proposée, I’équation d’onde s’écrit
a
—wzﬁo =—k’g(L- z)x, +ikgx,— iw;go
Elle admet une solution xy # 0 si :

w?—k*g(L—2) +i

a
kg—w—] =0.
U

Le complexe w? — k?g(L—z) +i est nul si et

a
kg-—w—
. . . . . H . P
seulement si sa partie imaginaire et sa partie réelle sont
nulles.
a
On a donc d'une part kg —w— = 0, d’ol1 la valeur du

coefficient de frottement oy = gu—.
w

D’autre part, on a w? — k?g(L—z) =0, d’o1

w=k\g(L—-2z)=ky/gL

avec z < L.Onadonc ag = gu , S0it

k
kgL
(24)) Zﬂ\/g .

5. Sia=ap,onaw=k\/g(L—-2z)=k\/gL, etlavitesse
de phase v, = % est donnée par | vy, =+/gL .

w 2
— est alors donnée par

La vitesse de groupe vg = ik

vg =/ gL .
On a v, = vg indépendant de la pulsation w :
petitfondgrisil n'y a pas dispersion.

6. Avec la solution proposée, I’équation d’onde s’écrit
~w’a=ikga-g(l-2k’a=ikga-glk’a

en négligeant les frottements et si z < L. Le nombre
d’onde k doit donc vérifier 'équation

gLk* —igk-w®=0.
En posant k = k; + ik, on adonc
gLk} — k5 + 2iky k) —ig(ky +ikp) —w? =0
soit :

gLk} — k5) + ghko —w® +igk; Lk, — 1) =0.  (4)
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La partie imaginaire de I'équation (4) doit étre nulle,
d'ou | kp = L .

2L
La solution k; = 0 est a rejeter car elle ne correspond
pas a une onde se propageant.
L'élongation s’écrit alors

X(z, 1) = xyexp (i(wt — k1 z —ik2 2))
= xyexp(kxz) exp (i(wt - k1 2))

avec kp > 0. Lamplitude de 'onde augmente comme
exp(k,z) pendant la propagation.

A la question 4, nous avons trouvé qu'une onde pro-
gressive (non amortie) pouvait exister avec des frotte-
ments, si le coefficient de frottement a la valeur «.

Il est donc cohérent de trouver une augmentation de
I’amplitude enI'absence de frottement; ce terme d’am-
plification s’oppose exactement au terme de frotte-
ment lorsque a = ay.

7. Lapartie imaginaire de I'équation (4) étant nulle, on
obtient la relation de dispersion :

gLk —k5) + ghkr —0* =0

(1)2

1 1
avec ky = —, soit k¥ + — — — =0.
2L a2 gL
g w?
En posant w? = >, ona4Lk?+1-— =0, d’ou:
4L wj
1 [w?

== 1
Y w

Pour que k; soit réel, il faut donc | w > wy |: la corde se
comporte comme un filtre passe-haut.

Représentons le nombre d’onde k en fonction de la
pulsation o :

0 wWo w

La courbe k(w) est une branche d’hyperbole, admet-
tant pour asymptote la droite k = v

N

, 0-wi 0-of .
8. Onaky = 5 = . En différenciant cette
417wy gL
2wdw w dw
relation, on obtient 2k;dk; = ——, soit ——— = gL.
gL k] dk]

Onadonc vyvg=gL .
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