CPGE PSI 2024-2025 Lycée

DS n° 6 — Sujet «facile »

Jean

Perrin E. SAuDRAIS

Solution

Partie | : Nuisances sonores (CCINP PC 2023)

1 — Correction acoustique et théorie de la
réverbération de Sabine

Q 1. L'approximation acoustique porte sur les champs

d’indice 1 caractéristiques de I’onde sonore :

— ce sont des infiniment petits du méme ordre :
|p1] < po, |p1| < Poet 711l < ¢;

— leurs dérivées spatiale et temporelle sont aussi des
infiniment petits du méme ordre;

— leur moyenne temporelle est nulle : (p; (M, 1)) = 0;
(01(M, 1)) =0 et (V1 (M, 1)) = 0.

De plus:

— la pesanteur est négligée;

— les phénomenes dissipatifs sont négligés : le fluide
est considéré comme parfait, les particules de fluide
suivant une évolution isentropique.

Q 2. L'équation d’'Euler s’écrit

-

01}1 - T - 1
(0o +p1) W+(v1-grad)v1 = —grad (pg + p1).

En linéarisant dans le cadre de I'approximation acous-
tique, on obtient

—

ov —
poa—t1 =—gradp(x, 1),

soit en projetant selon €,

ov;  0p
PS5 = ox

Q3. La conservation de la masse s’écrit sous la forme
locale

0 N
6—[;+div(p 7)=0

soit a |
+ —
% + le((pQ + pl) Ul) =0.
La linéarisation conduit a
6P1 o>
— +pod =0,
57 TPo iv(vy)
soit
0p1 ov;
—— 4 - =
ar " P%x

Q 4. Démonstration simplifiée

Lévolution des particules de fluide étant isentropique,
on peut écrire

Op) P—Po _ P1
(Op R PYXs=potpP1)Xs

soit
p1=(po+p1)p1xs

qui se linéarise en
P1=PoXsoP1 »

ot 5,0 = xs(po)-
Démonstration plus précise
Au voisinage de pg, on peut écrire au premier ordre.

0
p(p)=p(po+ p1)=p(po) + p1 (a_p) (po)
Pls

Comme p = pg + p; olt pg = p(py) en I'absence d’onde,
on obtient
op

pP1=p1 (—) (Po) =pp1xs0=(po+pP1(x,D)oxs,0-
opls

On retrouve ensuite le résultat précédent par linéarisa-
tion.

Q5. Le bilan de masse peut s’écrire

6p1 _ 61)1
On adonc
azpl _ 021}1

D’apres I'équation d’Euler linéarisée

62 4] azpl
Po == 2
0xo0t 0x
d’ou ) 5
0°p1 _0°py
pOXS,O atz - axz .
On adonc
02 8% 1
pl—czizo avec ([ c=

ot? 0x2

VP0XS,0 '

Q6. Laloide Laplace s’écrit PV = cte. Pour une masse
mdegaz,onam=pV;onadonc Pp~" =cte.
La différentielle logarithmique de la relation de Laplace
pp~7 = cte s’écrit
dp_dp_,
p p

d’ol1 pour une évolution a S constante

dp 0
e _%s_, 0
dp 0dp p



On adonc

1
Xso0=—"—-
YPo
La célérité s’écrit alors
c=, TP
Po

Q7. Léquation d’Euler linéarisée de la question 2
s’écrit 3
v
poa—tl =—kpimsin(wt—kx).

Intégrons par rapport au temps :

v = k cos(wt—kx) = k
Po 1—wl91,m —wPL
Comme k = w/c, on obtient p; = pgcvy, d’ot
Ze=pPoC |.

Dans le cas d'une onde se propageant dans le sens in-
verse (terme propagatifen wt+ kx), on a

P1=—poCl7 |.

1
Q8. Le terme 2 po(vfh correspond a la densité volu-
mique d’énergie cinétique.
1 " .
Le terme = xs,0¢ pf}T correspond a al densité volumique

d’énergie potentielle associée aux forces de pression.
Pour 'onde considérée, on a d'une part

2
p
(P%)T = pim(cosz(wt— kx)) = %
et d’autre part
2 2
P1 Pim
2 ,m 2 :
V)T = ——(cos“(wt—kx))r = .
(vt pg62< ( N Y
On adonc
P XsoPim  Piam Pim
(e)r= 5 = > .
4poc 1 4poc?  4poc
soit
2
_ pl,m
(e)r= 202

Q9. La pression étant homogéne a une force surfa-
cique, on a dimensionnellement
[F]
(] = —I[v].
(S]
Une puissance étant homogeéne a [F][v], 'intensité so-
nore est bien homogeéne a une puissance surfacique.

Ona
2

pl,m

Poc

p1v1 = cos®*(wt—kx),
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d’ou 5
pl,m _
(prvT = 200 (e)rc.
On adonc
I={e)rc .

Q 10. Le coefficient d’absorption est défini par
ﬂ)a
{Pinc
ol Py est la puissance incidente sur les parois et P, la
puissance absorbée.

dOm =

La puissance incidente provient du champ réverbéré
sur les parois de surface totale S, soit

Pinc = SI;.
On adonc
P.=amSI;|.
Lénergie sonore moyenne totale dans la piece est don-
née par
E()=(enrV
soit

e = 4—IrV .
c

Q11. La variation d’énergie sonore dans la piece pen-
dant dt est reliée a la puissance absorbée par

dé =-P,dt
soit dé 4vdj
T
—=——=-P.=—a,SI;.
dr ¢ dr a= " %mokr
On adonc
dI; anSc
—+—>1=0.
dr = av T

On en déduit par intégration

4V

L(t)=Loe "™ .
amSc

avec |T=

Q12. Ona
I(Ty)
1(0)
On a doncloge™ /7 = —6, soite™ /7 = 1076,
Finalement

ALy =Li(Ty)— L;(0) =10log

=10log(e”"'") = —60

T: =671In(10) |.
Avec I'expression de 7 établie, on a
24In(10) V
T,=————

T

c  amc
On calcule
24In(10 25In(10
1’1( ): H( )=0,168'm_1.
c 340

On retrouve bien la formule semi-numérique de Sabine

74
T, =0,16—— |.
amS
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Q13. Le temps de réverbération donné pour la salle
vide permet de déterminer le coefficient ay,y corres-
pondant.

Le volume de la salle est

V =25x20x10=5000m°.

La surface totale des parois (il y en a 6 : 4 murs, le sol et
le plafond) est

S=2x(20x25+25x 10+20 x 10) = 1900 m?.
On a alors

14 5000
Omy=0,16——=0,16 x ————
' T:S 5x1900

soit @,y = 0,084.

Quand la piece est pleine, le public est...sur le sol! On
garde donc le coefficient a,y précédemment calculé
pour les murs et le plafond, de surface totale

Smp =20x25+2x (20 x10+25x 10) = 1400 m 2

et on prend le coefficient amp pour le sol de surface
Ss =20 x 25 = 500 m?.

On adonc
1%
T; =0,16 .
@m,vSmp + Am,pSs
On calcule
5000
T: =0,16 x

0,084 x 1400 + 0,9 x 500

soit | Ty =1,4s|.

D’apres le document, pour écouter de la musique sym-
phonique dans un volume de 5000 m?, le temps de ré-
verbération optimal est de 1,7 s.

Sila piece vide présente un temps de réverbération trop
important, la présence d'un public permet une qualité
d’écoute du concert satisfaisante.

2 — Principe d’un silencieux a résonateur
de Helmholtz

Q 14. Larésultante des forces pressantes sur la tranche
d’air est
= —
Fp=I[po—pc(Dlsux .

L'évolution étant isentropique et I'air assimilé a un gaz
parfait, il suit la loi de Laplace :

pc(t) (Ve — Sx(t))y = poVCY

soit

sx(nH\7Y
)
Comme ¢s < V, on a s|x(f)| < V¢ ce qui permet de li-
néariser

pc(t) = po (1 -

ysx(t))

(&

pc(t) = P0(1+
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La résultante des forces pressantes s’écrit alors

oY S
poY SXTy.

—
Fp=-
C

D’apres I'expression de c établie a la question Q6 on a

2
YPo = pocC
d’ou
N p00232 R
Fp=- XUy .
Ve
On adonc
2.2
- 0C™S§
Fp=—kxﬂx avec k=p

Ve

Q 15. Le principe fondamental de la dynamique appli-
qué a la masse d’air dans le colle s’écrit, en projection
selon iy

d?x
poséﬁz—kx
soit
d2x+ k x=0
dr? oSt e

Il s’agit d'un oscillateur harmonique de pulsation
propre donnée par

k- c?s
posl V.

wE=
La fréquence propre de ce systeme oscillant est donc

1 c2s
Com\ eV

fo

Q 16. Dans le cadre du modéle considéré précédem-
ment, on s’attendu a un signal sinusoidal.

On observe des oscillations amorties : il existe des phé-
nomenes dissipatifs (viscosité de I'air) qui n’'ont pas été
pris en compte dans notre modeéle.

Quand un oscillateur linéaire n’est pas trop amorti, le
nombre d’oscillations visibles est sensiblement égal au
facteur de qualité.

On compte une vingtaine d’oscillations, donc | Q = 20 .
Complément
Loscillateur linéaire amorti est décrit par

d2x+wo dxJr 2. _0
— +——+wyx=0.
dez " Qdr °

L'équation caractéristique associée est
Wo
7‘2 + 6 r+ w% =0.

Le régime pseudo-périodique correspond au cas ot
2
w
A=—2—40?%<0.

=7
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La pseudo-pulsation vaut alors

1
4Q%

QZ(,U() 1-

Le régime est décrit par
_%
x(t)=xpe 20 tcos(Qt+<p) .

Le régime étant peu amorti (beaucoup d’oscillations vi-
sibles), on peut considérer Q > 1, donc Q = wy.

Considérons deux instants séparés d’'un nombre n de pé-
1 cfo— 1 = nT = 2&0 4 270
riodes: t,—thh =nT =3 = wo.Ona

nwgT

x(b)=x(f)e X = X(tl)e‘””/Q,

nmn

x(t) °
x(t2)

Q

_ln

Une lecture sur 9 périodes donne

9

=—F=19
Q In(1,8/0,4)

Au bout d'un nombre d’oscillations de l'ordre de Q, on a
e "R =77 % 0,04.

Lamplitude est 4 % de l'amplitude initiale : les oscilla-
tions ne sont plus visibles, d’oit le critere donné dans la
réponse initiale.

Q 17. Lafréquence théorique attendue est

1 3432 x1,89x 1074
Jotn == - —
5x1072x791 x 10

27

soit | foon =119Hz .

On mesure 10 oscillations sur une durée de 0,1 s, soit
une fréquence | foexp = 100 Hz , plus basse que la va-
leur attendue.

Si on prend en compte les couches d’air de part et
d’autre du col, cela revient a considérer une masse d’air
plus grande, donc une fréquence propre plus faible de
I'oscillateur.

Q 18. La pression al’entrée du col étant pg + p(1), la ré-
sultante des forces pressante sur le col est

Fp=Ipo+p(0) - pe(D] sty

qui se linéarise selon

— SX\|
Fy,= (p(t)— %)sux.

L'équation du mouvement devient alors

d2 2

4
Pos= 42 V.
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soit apres simplification

d?x

S
F +w(2,x(t) = mp(l’)

En notation complexe, on obtient

S .
~0*x+wix = ——pme?’.
Post

On adonc
Pm jwt
x(1) = J
= pol (W3 — w?)
dx
Comme v(tf) =—,ona
dt
v, =jwx(t),
d’ou
_ jwpm
—m pof(w%—wz) '
Ona

Jim |, [=oo .

Les phénomenes dissipatifs limite 'amplitude maxi-
male de la vitesse (on a un oscillateur amorti au lieu
d’un oscillateur linéaire).

Q 19. D’apresla question Q7, on a

‘ elwi-k2)
vz, 1) === 7 ;
ej(wt+kz)
Ve 0= —==
et
elwi-k2)
vz, )= =2 -

Q 20. En I'absence de paroi mobile massique, la pres-
sion est continue dans le fluide au niveau de I'’entrée du
colen z =0, soit

Po=P . tP et

I,m

Po=Pim|

Le débit volumique franchissant la section S juste avant
le résonateur (z = 07) est égal a la somme du débit volu-
mique sortant en z = 0" dans le grand tuyau et du débit
volumique dans le col du résonateur, soit

S[w,(0, 1) + v:(0, )] = Sw, (0, 1) + sv(1).

On adonc
S [Bi,m _Bi,m ] _ SBt,m +sv
ZC C -m
soit
B SZ¢
Bi,m a Bi,m - Bt,m + Tﬂm
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Q21. Ona
2
2 Bi,m|
p | - 1
bl 1+ w W
4ﬁz(___)12
wy w
On en déduit
LLT=1010g 1+ >
4ﬁ2 ﬂ_ﬂ)
wo w

Q 22. Lacourbereprésente l'atténuation du signal. Une
valeur élevée correspond a une atténuation importante.
Le résonateur de Helmholtz est donc un filtre coupe-
bande.

En comparant les deux graphes, on voit que pour une
méme valeur de S, le filtre est plus sélectif (bande pas-
sante étroite) si a est plus petit.

Une grande valeur de a permet d’avoir une perte de
transmission importante sur un plus large intervalle de
fréquences.

Partie Il : membranes élastiques — Figures de Chladni (e3A psi 2021)

Q 1. La poudre s’accumule sur les zones immobiles de
la plaque : les lignes noires représentent les nceuds de
vibration.

Q2. Ecrivons que z(x,y,1) = XY () T(r) vérifie
I'équation d’onde :

dz—XY( )T(t)+X(x)dz—YT(t)—ix(x)y(x)dz_T_0
ax dy? c? az
soit

1 d’x 1 d’y 1 1 d°T

TTYQ 42 T 2T a2

Le membre de gauche est indépendant de y et ¢, tan-
dis que le membre de droite ne dépend pas de x. Le
membre de gauche est donc aussi indépendant de x,
donc égal a une constante :

X(x) dx?

1 d®°X
X(x) dx?
On a donc
d°x AX(x)=0
—_— x)=0.
dx?

En notant A = ¥a? pour discuter de son signe, on a donc

x|,
—Z ta"X=0.
3%
L : vy
On fait le méme raisonnement en isolant —— —- qui
Y (x) dx?
doit étre constant, d’ou
ey
—=p6°Y=0.
dy? p

d’X
Q3. Pourle cas Fra a’X = 0, la solution générale est
X
de la forme

X(x)=Ae*™ +Be %* .

CPGE PSI 2024-2025

Lycée Jean Perrin

Les conditions aux limites X(0) = X(a) = 0 s’écrivent
donc
A+B=0 et Ae*+Be %% =0.

On en déduit
A -e " =0

d’'o1 A =0 et donc B = 0. Cette solution ne peut donc
satisfaire aux conditions aux limites.

La conclusion est identique pour I'équation différen-
tielle vérifiée par Y (y) qui est de la méme forme, avec
des conditions aux limites similaires.

» On peut écrire la solution sous la forme
X (x) = Acosh(ax) + Bsinh(ax).

On doit avoir X(0) =0= A, d’ou A=0. La conditions
X(a) =0 = Bsinh(aa) entraine B = 0.

Q4. Les équations différentielles a considérer sont
donc
X +a’X(x)=0 et &y +B2Y () =0
dx? a dy? yr=g.
Les solutions générales sont
X(x) = Ajcos(ax)+ Axsin(ax)

et
Y (y) = Bycos(ay) + By sin(ay).

On a d'une part
X0)=A;=0 et Y(0)=B;=0
X(x) = Azsin(ax) et Y(y)=Bpsin(ay).
D’autre part
X(a)=Azsin(aa) =0 et Y(b)=Bysin(ab)=0.
Comme A, # 0 et By # 0, on doit avoir

sin(aa)=0 et sin(ab)=0.
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On doit donc avoir

aa=nn avec meN~*

et
ab=mn avec neN*.

Finalement, en notant X, = A, et Y = By, on obtient
. (mMaXx . (nmy
X(x) = X, sm(—) et Y=Y sm(T) .
a

Q5. Avec

z(x,y, 1) = XoYpsin ( m;rx) sin (?) T(1),

I’équation d’onde s’écrit en simplifiant

( w°m? nznz) 0 1 d?T B

a? b? c2 dr2
soit

&7 +c2n2(m2 + "2) T(1)=0

dr? a?  b? -

Elle est de la forme
d*T 2, p2y.2
FYa +[(a”+p)cIT=0

avec

11 s’agit de I'équation de I'oscillateur harmonique, de
pulsation propre

m\2

+
—
S S
SN———
[\

, . . (munxy |
Q 6. L'expression sm( ) sannuleen x=0etx=a

a
pour m = 1. Pour m = 2, elle s’annule aussi en a/2. On
a m—1 nceuds entre les extrémités, régulierement espa-
cés. On en déduit les figures demandées :

y
b m=1
n=2
0 a x
y
b m=2
n=1
0 a x
y
b m=2
n=2
0 a x

Partie Il : chauffe-eau (ccINp Ts12021)

Electrode sacrificielle de magnésium

Q1. Le fer est au degré II dans Fe?* et III dans Fe,O,.
On en déduit 'équation électrochimique pour le couple
Fe,0,/Fe?*:

Fe,0,+2e” +6H" = 2Fe*" +3H,0.
Pour le couple O,/H,0, on a
0,+4e” +4H" =2H,0.

On écrit le bilan de la réaction de Fe?* avec 0, en élimi-
nant les électrons, d’olt

4Fe’* +0,+4H,0 = 2Fe,0, +8H".

La réaction se déroulant en milieu alcalin (pH > 7), les
ions HO~ sont prépondérants devant les ions H*. On
aurait donc di équilibre les charges avec HO ™ ; il suffit
d’éliminer les ions H* du bilan avec

H,0 =H"+HO",
d’ol

4Fe’* +0,+8HO™ = 2Fe,0; +4H,0 .
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Q 2. Degré d’'oxydation du magnésium dans les especes
considérées :

Mg2+
+I1

espéce | Mg(s)
n.o.(Mg) 0

Mg(OH), (s)
+II

Le plus bas degré d’oxydation correspond au domaine
de plus bas potentiel, d’ou la position de Mg sur le dia-
gramme.

L'hydroxyde Mg(OH), (s) n’existe pas si
[Mg?*][HO™]? < Ky

soit pour les faibles concentrations en HO~ doncles pH
faibles.

Le domaine de Mg?* est donc celui a pH faible («a
gauche »), tandis que celui de Mg(OH), est a pH élevé
(«a droite »).

Q 3. Laréaction électrochimique est
Mg**(aq) +2e” = Mg(s).

La formule de Nernst s’écrit alors

M 2+
E:Eo(Mg2+/Mg)+0,0310g[ fo y

6/7



Ala frontiere, on a [Mg?*];, = C, d’out
o 2+ G
By = E°(Mg*"/Mg) +0,03log .

On calcule | Es=-2,55V |.
Cette valeur est en accord avec le diagramme.

Q 4. Léquation électrochimique est
Mg(OH),(s) +2e~ +2H" = Mg(s) + 2H,0.

La formule de Nernst s’écrit alors
. [H*)?
E = E°(Mg(OH),/Mg) + 0,03log =8
soit a la frontiere
En=E° (Mg(OH),/Mg) — 0,06pH.

La pente de la frontiere est de | —0,06 V/ph |.
Q5. Le domaine de I’eau est au-dessus de la droite

E =-0,06pH.
Le domaine du dioxygene est au-dessus de la droite

E=1,23—-0,06pH.

Ces deux domaines sont disjoints de celui du magné-

sium Mg (s).

Le magnésium n’est stable ni dans I’eau ni dans le di-

oxygene.

Q 6. Une anode est une électrode siége d'une oxyda-

tion.

Q7. Le magnésium se fait oxyder, passant du degré 0

dans Mg(s) au degré +II dans Mg2+ (aq).
L'électrode de magnésium est donc une anode.

Q8. La demi-équation d’oxydo-réduction qui se dé-

roule au niveau de I'anode est donc

Mg(s) — Mg®*(aq) +2e” .

Au niveau de la cathode se produit la réduction du di-

oxygene selon

0,(d) +4e” +2H,0(/) — 4HO (aq) .

CPGE PSI 2024-2025

Q9. Complétons les légendes du schéma :

1 2 3 4
0,(d) | HO™ (aq) | cathode | Mg**(aq)
5 6 7
anode | sens des électrons | sens du courant

Q 10. Lélectrode de magnésium se fait oxyder, proté-
geant ainsi la cuve en acier : on parle d’électrode sacrifi-
cielle car elle se fait consommer, se « sacrifiant» pour le

bien de la cuve!

Q 11. Lintensité sortant dela cuve est I = j,Sc. Pendant

At, la charge échangée est donc
Q=1IAt=jeScAt.
La quantité d’électrons échangés (en mole) est

ne) = 2 = Le5Bt
F F

Compte tenu de la stoechiométrie de 'échange électro-

nique, la quantité de magnésium consommé est

La masse de magnésium s’écrit de deux facon :
mMg) = n(Mg) M(Mg) = p(Mg)V

d’ou
;= 2FpMgV
JeScM(Mg) '

On calcule

Afe 2x96500x 1,74 x 103 x 2 x 107%
50 x 1073 x3x24,2%x1073

soit | At =210 jours .
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=1,8x10"s
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