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Ondes EM dans des milieux conducteurs — solution

1 — Cava couper, je plonge!
1. Equations de Maxwell :

divf =0 neutralité locale; divg =0

— > 0B o -
rot E=———; rotB=yyj =uoyE
ot
2.
Y > —> &> Or0lB OF
rot (rot E) =grad(divE)-AE = - a7 :_”OYE’

dou AE OF
oll = oy —
HoY 57
Relation de dispersion | k% = —iougy .

: 1-i  1-i
3. Onak’ = ez dot k = /oY —= = ——
nakK”=owuye ou K a),u(n/\/z 5 avec
2
Howy

On a une onde atténuée avec le signe « + » pris pour la racine
de k*:

5=

E')(M t) — fo e—Z/5 ei(wt—z/ﬁ) .

_ 2
On calcule 6 = \/47[10’7><271100 x 103 x5

Les ondes seront bien atténuées lorsque le sous-marin
plonge.

soit |0=1m .

2 — Etude énergétique de l'effet de peau

1. Sereporter au cours :

0E  OE
oz MV%; |

2. Onremplace I'expression de E proposée dans I’équation
précédente. Apres simplification on obtient

k= —iopoy .
3. Ona
k2 = yoywe in/2
d’ott
k= poye ™ =+ [FTZ 0 i)
soit
1-i 2
_=i—1 et 0=
6 Hoyw
On adonc

E(M’ ) =E e?z/é ei(a)t?z/ﬁ) fo.

On choisit le signe qui ne conduit pas a une divergence de
I'amplitude L d’ou

E(M, 1) = Egexpe 2 el @ =29 37
Prenons la partie réelle :

—

E)(M, ) = Eye ?% cos (wt— g) Uy .

4. On peut déterminer le champ magnétique en écrivant
Maxwell-Faraday en complexes :

'—>

—1]_6/\]__3):—in

E 1-i
w ow
On prend la partie réelle :

Eo e—z/§ eiwt—z/ﬁ) le .

BM, 1) = f—;e_zm [cos(wt— g) +sin(a)t— g)] Uy .
5. On forme le vecteur de Poynting o= flfog, soit
o= E—ge_ZZ/5 [cos2 (a)t— E) +cos(a)t— E)sin(a)t— E)]
Lodw ) ) o

Moyenne temporelle :

— E2

(I

— e—2z/6 Tt)z
2upbw

Lénergie se propage selon 1, direction de propagation de
I'onde.

Lamplitude du vecteur de Poynting moyen décroit expo-
nentiellement dans le conducteur, du fait de la dissipation
d’énergie par effet Joule dans le conducteur.

6. Les courants volumiques dans le conducteur sont don-
nés par la loi d’Ohm locale
N

cos (wt— g) Uy .

7 =YEe ™

La puissance volumique cédée par le champ au conducteur
est

pM,)=T-E
soit

pM, 1) = yE(Z, e 2710 cog? (wt— g) .

Sa moyenne temporelle vaut

2
<p> = YTE'() e*ZZ/(S X

1. Ce signe donne une partie réelle de k positive, soit une propagation dans le sens des z croissants comme attendu.
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7. Notons (}_’f) =y (2) Uy le vecteur de Poynting moyen.

Considérons la tranche de section S, comprise entre z et
z+dz.

La puissance moyenne regue vaut

dIl
Precu =m (2, )S —m (2 +dz, )S = —d—dez.
z
Effectuer un bilan d’énergie moyenne sur un tranche de
conducteur de section S, comprise entre z est z + dz. Inter-
préter le résultat.

3 — Approche énergétique de l'effet de
peau

On considere un conducteur électrique semi-infini de
conductivité y dans lequel réegne un champ

E — E(] ei(wt—az] ﬁx .

1. D’agit-il d'une onde plane? D'une onde progressive? Que
représente a? Quelles sont la direction et le sens de propa-
gation? Quel est I'état de polarisation de I'onde?

2. Calculer le champ B associé.
3. Exprimer la moyenne temporelle du vecteur de Poynting.

4. Effectuer alors un bilan de puissance pour une tranche
de conducteur de surface S comprise entre x et x +dx. En
déduire la puissance cédée par unité de volume dans le
conducteur.

5. Etablir une autre expression de la puissance volumique
cédée a partir de laloi d’'Ohm locale.

6. A partir des deux expressions obtenues, déduire I’expres-
sion de la distance sur laquelle pénétre 'onde avant d’étre
atténuée.

4 — Atmosphere et GPS

1. Un élegg'on étant soumis 2 la force F = —ef, le PFD

—

.. .. dv
s'écritm— =—eE
dt
En régime harmonique, on peut utiliser la notation com-
—
plexe, les champs variant comme exp (i(wt -k 7)), le PFD
s’écrit N
iom7 =—eE.

Le vecteur densité de courant est relié a la vitesse des
—> e d 2 . .
charges par j = —nev.On en déduit son expression :

ne—

7=-it

mow = |

2. On peut écrire les équations de Maxwell en complexe,
dans le cas d'un plasma neutre (p =0) :

Equation de Maxwell-Gauss : —iE- E =0, soit

Iej\l
Jem)
CIID

—

Equation de Maxwell-Thomson : —ik - B =0, soit

I(ﬂ
[>T
él)
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Equation de Maxwell-Faraday : —i k A E = —in, soit

es1}

kA

w

E:

Equation de Maxwell-Ampére :

pone”

—-ik AB=ppJ +iwpogo E = —i E +iwpoeo E
soit avec 'expression de 7 obtenue :
2
- ne- w
EnB-(M02_2)E
mw c

A partir des équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-
Ampere, on obtient

On en déduit la relation de dispersion

, Hoc’ne?
2 2 -—
2 _ W Hone m
- 2 m c?
Elle est de la forme
2_ 2

9 w™ —w nez
k= ——> avec |wp=1/——
- C gom

3. Siw<wp, ona k?* <0 et k =ik” est imaginaire pur. Il n'y
a alors pas de propagation possible; on observe une onde
évanescente. Londe électromagnétique ne peut se propa-
ger dans le plasma que si v > wp.

Lavitesse de groupe se calcule facilement en différenciant la

wdw
relation de dispersion : kdk = ——, d’ou:
c
2_ 2
Cdw k2 0T

Ug_a_w w

. wp
soit | vg=c 1——2 .
w

4. Londe se propage dans le vide a la vitesse c et dans I'io-
nosphere a la vitesse vg (on envoie un train d’onde; il faut
donc considérer la vitesse de groupe).

H
Elle met le temps 7’ = — a traverser 'ionosphere, et le temps
v
g
_D-H

c

7" a traverser le vide.
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2
. . f
La vitesse de groupe ayant pour expression vg = c{/1— F

en fonction des fréquences, le temps total mis pour parcou-
rir la distance D vaut :

_1
H D-H H( fj\? D-H
T=—+= = — 1——2 +
Vg c c f c
JH( g +D—H_pr2 D
T c 2f2 c  2f% ¢

H [y
D |

D
comme f > f,.Onadonc | 7=— (1+
c

5. Comme f, > fi, les temps de parcours correspondants
sonttelsque 7y >72.0na:

D(. HFf D
11:—(1+ p) et 12:—(1+
¢

2D f2
Lécart entre les temps de parcours vaut donc At =77 — Ty,
soit

Hf;
77

B R
2¢D f12 fz2

6. D’apres 'expression de 7 établie a la question 4, on a
2

H
ct=D+ > f—p2. D’apres la question 5, on peut écrire

Hfy  f2f?

—=D cAt
2 _ 2
2 aah
2 £2 f2
Onadonchcr—ij;fjcchtf—pz,delaformechr—d
avec 2
fifZcAt

NN

Si 'on ne tient pas compte de la dispersion dans 'iono-
spheére, on trouve D = ct. Le terme d représente donc l'er-
reur sur la position que I'on fait en négligeant la dispersion.
Son ordre de grandeur est bien supérieur a la précision vou-
lue pour la localisation par GPS. Il faut donc tenir compte de
la propagation dispersive dans I'ionosphere.

5 — Transparence ultraviolette des mé-
taux

1. On applique le PFD a un électron :

iomv =—-eE—-—7
- T
d’ ol
TE —
V=——"—F
- m(l +iwt) —

Le vecteur densité de courant s’écrit

n*e?r
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11 est proportionnel au champ électrique, ce gui permet de
définir une conductivité complexe par 7 =g E :

o n*e-t
avec |og=

g= -
- l+iwt

2. L'équation de Maxwell-Ampere s’écrit

t B T+ 1 OE
rot B = - =
Hol+275 P
soit en notation complexe
iw
rot E = (#02 + —2) 1__3)
c

Léquation de Maxwell-Faraday s’écrit

o 0B

rot E = ——

ot
d’ou N
orot B

ot (tot E) = —

Le rgilieu étant neutre, I’équation de Maxwell-Gauss donne
div E = 0. Donc

tot (tot E) = grad (divf) ~AE=-AE
On a donc
: 2
= 1w\ . = w . —
-AE =~ (,UOQJF C_z)””E = (C—z —#OQW) E

2 _ P eiw-k-7) 7 _
Pour une OPPH de la forme E = Ege ,onaAE =
—k? E ; on obtient alors la relation de dispersion
w?

2___ .
k" =7 ~ Hogiw

. (o] . . . [
3. Siwr > 1,0ona g = —. Larelation de dispersion s’écrit
iwt

alors ) ] )
’C2= (U__'uOU()l(x) _ a)__ HoO o
c? it 2 T
soit
k2 — w_2 _ ”On*ez
c? m

Le milieu est transparent si k* > 0 (on a alors k” = 0 en no-
tant k = k' +ik""), soit pour

2 poc’n*e?  n*e?
m meg
c’est-a-dire pour
* eZ

w>we = =5,7-10" rad-s™*

mey
ce qui correspond au domaine de longueur d’onde

2mc

Wc

A< =330 nm

qui inclut le domaine de 'ultraviolet.
Avec la valeur de T donnée, on vérifie wt =57 > 1.
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