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Sujet d’entraînement no 3 Diffusion thermique

 Diffusion thermique : loi de phoque?

Le but de ce problème est de déduire la taille minimale des mammifères marins de l’équilibre entre les pertes
thermiques par conduction et la production de chaleur par le métabolisme.
On note Γ la puissance thermique (en W) produite par le métabolisme.

1. Nous cherchons à relier la puissance thermique du métabolisme à la masse corporelle M sous la forme

Γ= aM b .

Les pertes thermiques se faisant par les échanges à la surface du corps, elles sont proportionnelles à la surface
corporelle.

En supposant la masse volumique uniforme, à quelle caractéristique géométrique la masse est-elle proportion-
nelle?

En se plaçant en régime stationnaire, par un raisonnement simple, déterminer la valeur de l’exposant b.

Cette loi a été étudiée en 1932 par M. Kleiber, qui aboutit à une loi empirique, valable « de la souris à l’éléphant » :
Γ= aM b , avec a = 3,6 § · I · et b = 73. Comparer à la valeur déterminée par analyse dimensionnelle.

On prendra b = 0,73 pour la suite du problème.

2. On modélise le mammifère marin par un cylindre de rayon R, constitué d’une partie centrale chaude de rayon
Ri maintenue à la température Ti, protégée de l’extérieur à la température Te par une couche de graisse d’épaisseur
∆R, de conductivité thermique λ (cf. figure).

On considère un cylindre de rayon r , avec Ri ⩽ r ⩽R (sa surface latérale est dans la couche de graisse), de longueur
∆z. On note Φ(r ) le flux thermique sortant à travers ce cylindre.

Montrer que Φ(r ) est indépendant de r en régime permanent. On le notera par la suite Φ.

3. Exprimer Φ en fonction de λ,
dT

dr
et d’autres données.

4. L’eau étant un bon conducteur thermique, nous considérerons qu’en régime permanent, la température cuta-
née est égale à la température extérieure : T (R) = Te.

En déduire la chute de température ∆T = Ti −Te entre la partie centrale chaude de l’animal et l’extérieur, en fonc-
tion de λ, Φ, ∆R, Ri et ∆z.

5. En considérant l’animal comme un cylindre de rayon constant de longueur L, déterminer alors le flux ther-
mique total Φc en fonction de L, ∆R, Ri, λ et ∆T , .

6. Pour la plupart des mammifères aquatiques rapides, le rapport de leur diamètre sur leur longueur vérifie 0,2⩽
D/L ⩽ 0,3. Nous prendrons pour la suite D/L = 0,25.

Exprimer alors le flux total Φc en fonction du rayon R, de λ, de ∆T et du rapport x = ∆R

Ri
de l’épaisseur de la couche

de graisse sur le rayon de la partie chaude du corps.
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7. Commenter le sens de variation de Φc avec x.

8. En notant ρ la masse volumique moyenne de l’animal de rayon R et de longueur L 1, écrire la puissance ther-
miqueΓproduite par le métabolisme en fonction de ρ, R et des coefficient empiriques a et b définis à la question 1.

9. Montrer qu’en régime permanent, on peut écrire entre Ri et ∆R la relation

Ri +∆R = B

[
ln

(
1+ ∆R

Ri

)]C

,

où B et C sont des constantes dont on déterminera les expressions.

10. En déduire la relation exprimant la variation du rapport graisseux x = ∆R

Ri
en fonction du rayon R de l’animal,

de b et de la constante B déterminée précédemment.

11. On donne : Ti = 37 °C ; Te = 4,0 °C; a = 3,6 ; b = 0,73;ρ = 1000 kg ·m3 ; pour les tissus graisseux,λ= 0,1 W ·m−1 ·K−1.

Exprimer numériquement x = f (R) et tracer la courbe correspondante.

Commentez.

12. Le volume de la masse graisseuse ne peut dépasser une certaine fraction du volume corporel total. Nous fixe-
rons comme seuil xmin = 1.

12.a) Quel est alors la fraction du volume corporel total occupé par le noyau central chaud?

12.b) Montrer qu’on doit avoir R ⩾ Rmin, où Rmin est le rayon minimal que peut avoir un mammifère marin.
Déterminer l’expression de Rmin en fonction de B et b, et calculer sa valeur.

13. Exprimer l’épaisseur ∆R de la couche de graisse en fonction de R et de x(R).

On donne de graphe de ∆R en fonction de R :

Commentez. L’allure de la courbe dépend-elle de D/L, ∆T ou λ?

Ce problème a été écrit à partir de l’article Lower size limit of aquatic mammals, de Boye K. Ahlborn et Robert W.
Blake, paru dans l’American Journal of Physics (Am. J. Phys. 67 (10), October 1999).

1. On a toujours D/L = 0,25.
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