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Jean Perrin E. SAUDRAIS

Ondes électromagnétiques (vide et milieux)

1 — Onde électromagnétique guidée

1. Discussion préliminaire
Londe est :

— harmonique (dépendance temporelle en el“?);
— progressive dans le sens des z croissants (terme
wt—kz);

non plane (amplitude dépendant de x dans les
plans z = cet);

transverse pour le champ électrique (normal a la di-
rection de propagation 1i,);

polarisée rectilignement selon Oy.

La relation de dispersion k = 2 rest pas valable ici :
elle est caractéristique des OPPIC{, mais cette onde n’est
pas plane.

Dans le guide, le milieu est le vide; le champ E véri-
fie donc I'’équation de d’Alembert (établir a partir des
équations de Maxwell dans le vide) :

L PE AE=T0
c2 or? -

» Nous passons en notation réelle, d’autant que la
question suivante traite de la puissance, qui néces-

site de passer en notation réelle.

Le champ électrique est
E(x,z,0)=E(x 201,

et mx
E(x,z,t) = Eysin (7) cos(wt—kz).

L'équation de d’Alembert en projection selon ﬁ’y s’écrit

alors
1 0E 0°E 0°E

soit apres simplification par Ej et les termes en sin et
cos présents apres une double dérivation

2 2
w
——2+k2+—2 =O,
c a
d’ol
2 w? 7
=z Z

Cette relation de dispersion ne peut étre vérifier que si
w?> 7 . cm .

— — — >0, Cest-a-dire si 0 > wc = — : le guide se
¢ a a

comporte comme un filtre passe-haut.

La longueur d’onde dans le vide de 'OPPH de méme
fréquence est reliée a la pulsation selon

27c

w=2nf= F
0

On peut donc écrire et calculer

w?> 7% 4n® % 4n? n? 4 2
___:———:———:2,8><10 m >0.
¢ a* A3 a* 0,03 0,025

Le terme étant positif, 'onde considérée peut se pro-
pager.

2. Lapuissance véhiculée a travers le guide d’onde (se-
lon Oz) est donnée par le flux du vecteur de Poynting a
travers un section du guide. Dans le cadre d’onde élec-
tromagnétique, on considere la moyenne temporelle
de la puissance véhiculée.

— f AN E
Le vecteur de Poynting est défini par I = ; il faut
donc déterminer el champ B.
- Uy A f
» La relation de structure B = — ne peut pas

7
étre utilisée ici car elle est relative aux OPPH; or
I'onde étudiée n’est pas plane.

1l faut déterminer B a partir des équations de Maxwell.

Comme il est bien plus simple de le déterminer a partir
0B —

de ar qu’a partir de rot B, nous allons utiliser la rela-

tion de Maxwell-Farady :

rot E = —E
On calcule
9 OF
— "a’“ 0 0z
rot E = 0— Al Elx,z,t) | = 0
|0 )| e
3z 0x
Ona SE
— = kEjsin (E) sin(wt— kz)
0z a
ot O 7
2= _Th cos (n_x) cos(wt—kz),
0x a a
d’ ol
0B Ey

ot

On integre par rapport au temps (constante d’intégra-
tion nulle car un terme constant n'est pas caractéris-
tique d'une onde) :

— kEy . (nx N
B= ——s1n(—)cos(wt— kz) Uy
w a
nEy TX\ | N
— ——cos (—) sin(wt—kz) u,.
wa a

X R X =
— =kEy sin(;) sin(wt—kz) ux—7 cos (7) cos(wt—kz) u,.
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» Onremarque que le champ B nlest pas transverse :
il possede une composante selon la direction de
propagation . Encore une propriété des ondes
planes qui n’est pas vérifiée ici.

i — E A §
Formons le vecteur de Poynting I1 = :
Ho
= kE§ o, (mx 2 -
I = ——sin (—) cos“(wt—kz) u,
How a

JTES L (TX TXY . =
- sm(—) cos (—) sin(wt—kz)cos(wt—kz) uy.

Howa a a

» On remarque que le vecteur de Poynting possede
une composante selon la direction 2, de propaga-
tion de I'onde, mais aussi une composante trans-
verse selon €.

Comme en moyenne dans temps

(cos(wt—kz)sin(wt—kz)) =0 et {(cos’(wt—kz))= %,

ona

. kE?
(y = —2

2w
» En moyenne, I'énergie se propage bien dans la di-
rection de propagation de 'onde.

La puissance (moyenne) transportée par le guide
d’onde est donnée par le flux de (IT) a travers une sec-
tion droite X du guide d’onde (rectangle a x 5). En no-
tant (ﬁ) = oy (X) U, on a donc

a a
P:ffzﬂmoy(x)dS:/O Hmoy(x)zdx

a kE5 [@ X
=—_20 / sinz(—) dx
2 2upw Jg a
a kE? /“l—cos(z”Tx)d a kE? a ka’E?
= — X =— —_= .
221w Jy 2 2210w 2 8upw

La puissance maximale est donnée par

ka’E? .

8w

% w? 72 42 72 ) 27cC
= _— = —_ e w=—
¢z a? A2 a? Ao

a’E%.. Ao [|4n? m?
8up 2mc\ A2 a?’

Prax =

avec

soit
p max —

Apres simplification on obtient

2 2 72
P _ a AO Emax
max — 5 -

8 _@ HoC
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On calcule

(3,0 x 10%)2
4710~ 7 x3x 108’

Prax =

(2,5 x 107%)2 ( 3,0 )2
8 2x2,5

Soit | Pmax = 1,5 MW |.

2 — Ondes a la surface de l'eau

1. Londe est

— harmonique (dépendance sinusoidale en temps);
— progressive dans le sens des z croissants;

— transverse;

— polarisée rectilignement selon €;

— elle n’est pas plane du fait du terme e %27,

Londe étant transverse, la relation de Maxwell-Gauss
n’apporte rien (on obtient 0 = 0).

L'équation de d’Alembert s’écrit

¥@+&@ i&a

- =0,
0y?  0z%2 c? or?
d’ou apres simplification
2
2 42 W
2. Onaici
OE OE _ (-
6’ _E = _6 x?y - —a al E)Z = —iklEoe kgyel(wt k12) ?y
z y
N
. 0B
+ ]CzE() e—kgyel(wt—klz) ?Z =—-——
ot
d’ ol
= Kk —loy Jilwt—k z) = ik, —loy Jilwt—k z) =
B=—Eye Ve 12 ¢, + —EFpe Ve 197,
w )

Par rapport au champ E, le champ B nest pas trans-
verse : il a une composante selon la direction de pro-
pagation €.
3. Le vecteur de Poynting se calcule avec les champs
réels:

E= Eoe %Y cos(wt — k1 2) B

et

- k k
B = —IEO e_kzycos(wt—klz)?y——on e XY sin(wt-ky2) €.
w w

On calcule
— E’) N § k —
II= = Eg e_Zkzy cos2 (wt—k1z) e,
Ho How
k
+ —ZES e 2k2Y cos(wt — ky z) sin(wt — ky 2) ?y )
How
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En moyenne temporelle :

k i
My = ——F2e 2y g, .
2[.10(1)

Le vecteur de Poynting instantané n’'est pas dans le
sens de propagation de I'onde, mais en moyenne tem-
porelle, 'énergie se propage bien selon la direction de
propagation de 'onde.

4 — (Ca va couper, je plonge!
1. Equations de Maxwell :

divf =0 neutralité locale; divﬁ =0

rotE=—E; rot B=pg j =povE
2.
rot(rot E) =grad(divE)-AE =— 3 =—p0y5,

dou| AE o0F
ol = oY — -
HoY 57
Relation de dispersion | k* = —iwggy .
. 1-i 1-i
3. Onak’= —ieml2 ot k = - -
nak”=owuye ou k = \/opyy 7 5

2
Howy

On a une onde atténuée avec le signe « + » pris pour la
racine de k? :

avec 0 =

E’(M f) = E"O e—z/5 ei(u)t—z/(?) )

_ 2
On calcule § = \/4n10-7x2n100 x 103 x

Les ondes seront bien atténuées lorsque le sous-marin
plonge.

5soit O0~1m .

5 — Atmosphere et GPS

1. Un élecgon étant soumis a la force 75 = —ef, le PFD
s . d 1% —
sécritm— =—ekFL.
dr
En régime harmonique, on peut utiliser la no-
tation complexe, les champs variant comme
—
exp (i(wt - k- 7)), le PFD s’écrit

—

iom7V =-eE.

Le vecteur densité de courant est relié a la vitesse des
— — . . .
charges par j = —nev. On en déduit son expression :
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2. On peut écrire les équations de Maxwell en com-
plexe, dans le cas d'un plasma neutre (p =0) :

Equation de Maxwell-Gauss : —iE- E =0, soit

Ieﬂ
[t
c”:

—

Equation de Maxwell-Thomson: —ik - ﬁ =0, soit

=0

I(ﬂ
[s<1)

—

Equation de Maxwell-Faraday : —i k A E = —in, soit

|tm

kA

w

B=

Equation de Maxwell-Ampere :

2

ne- — —

E +iwpogo E

~iKAB =T +ioppeoE = —iF

soit avec I'expression de 7 obtenue :

A partir des équations de Maxwell-Faraday et de
Maxwell-Ampere, on obtient

— - - 2 2 —
l_c/\(l_c/\E)z(Hone w)

EDE-RE-(M0C-T)E

Comme E . E =0, il vient

On en déduit la relation de dispersion

,  Hoc’ne?
2 2 -
2 W™ Hone~ m
= 2 m c?
Elle est de la forme
2 9
5 w- — (L)p nez
k"= — avec wp=1\/— .
- C gom
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3. Siw <wp, onak? <0et k = ik” estimaginaire pur. Il
n'y a alors pas de propagation possible; on observe une
onde évanescente. Londe électromagnétique ne peut
se propager dans le plasma que si w > wp.

La vitesse de groupe se calcule facilement en différen-

wdw
ciant la relation de dispersion : kdk = — d'ou:
C
2 2
do ke CyYw —wp
Vpg=—m=—™— = —
87 dk w w

wf,
soit Vg=C 1-— — |
w

4. Londe se propage dans le vide a la vitesse c et dans
I'ionosphere a la vitesse vg (on envoie un train d’onde;
il faut donc considérer la vitesse de groupe).

H
Elle met le temps 7' = — a traverser I'ionosphére, et le
v
g
D-H

temps 7’ = a traverser le vide.

La vitesse de groupe ayant pour expression vg =
2

e

72 en fonction des fréquences, le temps total

mis pour parcourir la distance D vaut :

H D-H H( fp) D-H
+ =—(1- +
C

T:v_g c c f?
H(1+ fp)+

D-H_HJy D
c 2f?

¢ 2f?
D(. HIf

> f,.Onad =—[1+—=—=1|.
comme f > f,.Onadonc 7 c( 2Df2)

5. Comme f, > fi, les temps de parcours correspon-
dants sont telsque 7; >72.On a:

D(. HIf D
11:;(1+——2) et T2=z(l+

2D f;
Lécart entre les temps de parcours vaut donc At =
T1— T2, SOit

H I
2D 2]

_HEB-F
" 2¢D 212

6. D’apres 'expression de 7 établie a la question 4, on
2

act=D+ > f_ D’apres la question 5, on peut écrire

HEp S

cAt
2 fr- 1t
On adonc D =ct — fl f2 CAtpr, de la forme D =
fz Bf
cT —d avec
flzfzcht
fz(fz D
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Sil’on ne tient pas compte de la dispersion dans I'iono-
spheére, on trouve D = ct. Le terme d représente donc
I'erreur sur la position que I'on fait en négligeant la dis-
persion. Son ordre de grandeur est bien supérieur a la
précision voulue pour la localisation par GPS. Il faut
donc tenir compte de la propagation dispersive dans
I'ionosphere.

6 — Transparence ultraviolette des mé-
taux

1. On applique le PFD a un électron :

d’ ol
N Te -
V==

m(l+iwt) —
Le vecteur densité de courant s’écrit

Il est proportionnel au champ électrique, ce qu1 permet
de définir une conductivité complexe par ] = O'E

0o n*e’r
o= avec |0g=

1+iwT

2. L'équation de Maxwell-Ampere s’écrit

—>—>_ IOE
I‘OtB—‘Ll,()] +—ZE

soit en notation complexe

ot B =|pog+ 5 | E

y . . y . . > > 0§
L'équation de Maxwell-Faraday s’écrit rot E = ~ar

d’ou
rot(rot E) = —
ot
Le milieu étant neutre, I’équation de Maxwell-Gauss
—
donne div E = 0. Donc

rot (rot f) =grad (div E) - Aﬁ = —Af
On adonc
AE ( A P (“'2 i ) E
- =—|upo+—=|iwE = | — — pooiw
=4 HoO C2 L C2 HoO' =4

E = Byei@i-k-7)
Pour une OPPH de la forme E = Ege on a
AE = ~K*E E ; on obtient alors la relation de dlspersmn

w2

k* = P Hogiw
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. o)y} . . .
3. Siwt > 1, 0n a g = —. Larelation de dispersion

. iwT
s’écrit alors
2 w? ooiw  W?  pooy
= —Ho——=——
c? iwtr 2 T
soit
2 * 2
2o @ _pone
c? m

Le milieu est transparent si k2 > 0 (on a alors k” = 0 en
notant k = k' +ik"), soit pour

2 % .2 * 2
5 Moc°n*e n'e
w” > =
m meg
c’est-a-dire pour
*ez

w>we = =5,7-10" rad-s™!

mey
ce qui correspond au domaine de longueur d’onde

27nc
Wc

A<

=330 nm

qui inclut le domaine de I'ultraviolet.
Avec la valeur de T donnée, on vérifie wt =57 > 1.

7 — Etude énergétique de l'effet de peau

1. Sereporter au cours :
PE  OE
022 :'UOYE ’

2. On remplace l'expression de E proposée dans
I’équation précédente. Aprés simplification on obtient

K = —iopoy .
3. Ona .
k2 = yoywe im/2
d’on1
k=+yigyoe " =+ [E2 i)
soit
1-i 2
k=+— et &=
6 HoYw
On adonc

E(My t) — EO e¢Z/5 ei(wﬁz/ﬁ) zj.

On choisit le signe qui ne conduit pas a une divergence
de 'amplitude !, d’oit

E(M,t) = Egexpe 2 el @20 37

Prenons la partie réelle :

— 2\ —>
EM, 1) :Eoe_zmcos(wt—g) Uy .

4. On peut déterminer le champ magnétique en écri-
vant Maxwell-Faraday en complexes :

—

—1I_C/\E)=—iwg

— 7(?/\ E 1-i .
B==—=_ e—z/6e1wt—z/5)ﬂ> .
- ) S " Y
On prend la partie réelle :
- Ey z z
B(M,1)=—¢ [cos(wt— —) +sin(wt——)] Uy .
W= 50 5 s/
- -
5. On forme le vecteur de Poynting o= o soit
0
—> Ez Z
M=—2e2#9|cos? (a)t——)
Uodw )

—

+cos (wt— g)sin((ut— g)] U,.

Moyenne temporelle :

Lénergie se propage selon 1., direction de propaga-
tion de I'onde.

Lamplitude du vecteur de Poynting moyen décroit ex-
ponentiellement dans le conducteur, du fait de la dis-
sipation d’énergie par effet Joule dans le conducteur.

6. Les courants volumiques dans le conducteur sont
donnés par la loi d’Ohm locale

zld

—

7 =vEoe” cos(wt—g) Uy

La puissance volumique cédée par le champ au
—
conducteur est p(M, 1) = J - E, soit

7
p(M, 1) = yE2 e %% cos? (wt - 5) .
Sa moyenne temporelle vaut

_YE(% —2z16
(p) = > e .

1. Ce signe donne une partie réelle de k positive, soit une propagation dans le sens des z croissants comme attendu.

CPGE PSI 2024-2025

Lycée Jean Perrin

5/6



TD d'électromagnétisme Ondes électromagnétiques (vide et milieux)

7. Notons (ﬁ) = M(2) U, le vecteur de Poynting La puissance moyenne cédée par effet Joule a cette

moyen. tranche, de volume d7 = Sdz, vaut
Considérons la tranche de section S, comprise entre z 22
et z+dz. dfP]:(p)drz%e_zzdez.

La puissance moyenne regue vaut

On a donc dPj = dPregy : la puissance rayonnée par

dPrecu = (2, )S —Min(z +dz, 1)S = _d_zms dz I'onde diminue au cours de sa propagation; 1'énergie
E2 perdue est cédée au conducteur et dissipée par effet
=—23 e%%5dz,  Joule.
pod%w

soit, comme 62;1()(0 =2/y,

2
dPrequ = ?0 e %% 8dz.
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