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Partie | : Chute d'une gouttelette d’eau dans l'air... (Banque PT2024)

1 Cas d'une atmosphére séche 6. La vitesse limite est v} = 7g = 0,4 x 10, soit

1. Lanorme de la poussée d’Archimede s’écrit
— 4 4
| Pall = gﬂR Pag -
2. Le poids de la gouttelette en norme étant
- 4
IPIl= znR%peg
3
le rapport demandé s’écrit

=
IPAl _pa_ s
IP1 - pe

On a donc | T))AII < ||1_5|| : on peut négliger la poussée
d’Archimede devant le poids.

3. Le principe fondamental de la dynamique appliqué
ala gouttelette s’écrit alors

d7 - -
— =P+
™ !

d’ol1 en projection sur I'axe (Oz) vertical descendant

4 R0 I R e an. Rut)
gt Peqy T 37 PeE DA
soit
dv 91,
—+ t)= .
ar T 20,28

4, L'équation précédente peut s’écrire

dv v _
dr T

en posant le temps caractéristique

T= —ZPeRz .
9N,

On calcule

2x103x(2x1074H%2 4
T = = —
9x2x107° 9

soit [7=0,45s].

5. La solution générale de I’équation différentielle est
v(H)=Ae T +1g.

Onav(0)=A+71g=0,dou

v(t)=1g(1 —e_”T) .

1)1=4rn-s_1 .

7. Le nombre de Reynolds associé a I'écoulement de

'air autour de la gouttelette est

_ paVi2R 1x4x4x 1074
Ma 1073

Re

soit | Re=80|.

La loi de trainée adoptée correspond a un coefficient
de trainée C, proportionnel a 1/XRe; elle est valide pour
Rey < 1. Le nombre de Reynolds n’est certes pas trés
élevé, mais la loi de trainée s’écarte sensiblement de la
force proposée.

8. Sile rayon de la gouttelette augmente de dr pendant
d¢, son volume augmente de

dV =4xr?dr.

Laugmentation du volume étant proportionnelle a la
surface, on peut écrore

dV = kSdt = kanr?dt,

d’ou
anr’dr = kdnr?de

soitdr = kdt qui s'intégre en
r(t)=ro+kt|.
9. Lamasse de la gouttelette est
m(t) = gnr3(t)pe = gn(ro + kt)3pe.

En dérivant, on obtient

d
d—n; =4mkpe(ro+ kt)2 .

10. Le principe fondamentale de la dynamique appli-
qué a la gouttelette s’écrit

d(m(t)7) . o
T =m(t) g —6an.r(t) v

soit en projection selon (Oz)

dm
m—+ U_t =mg—6an,r(Hv.



D’apreés les résultats précédents, on a On cherche une solution particuliere de I’équation com-
pléte sous la méme forme que le second membre, c’est-

4 d 3-di 5 ’ .
gﬂpe(ro n kt)Sd—l; +anpek(ro+ k0 v(D) a-dire un polynéme d’ordre unen ¢ :

4 [—
= gnpe(ro+kt)3g—67ﬂ]a(ro+kt)v(t) vp() = a+ Bt

ou il s’agit de trouver les constantes a et §. L'équation

solt dv 3k 9Ma différentielle donne alors
—+ + ] v()=g.
dt  |ro+kt 2pe(ro+kt)? 3k
+ + pt) =
On adonc p r0+kt(a p=g
dv A B soit
—+ + v(t) =
dt  [ro+kt (r0+kt)2] (D=8
(roB+3ka—gro)+[4kB—gklt=0 Vt.
avec
9Ma Cette expression polynomiale en ¢ est identiquement
A=3k et B=—. . . .
2Pe nulle si ses coefficients sont tous nuls, soit
11. On considere rof+3ka—-—gro=0 et 4kf-gk=0.
dv + 3k v =g. On en déduit
4 4k
C’est une équation linéaire du premier ordre, avec se- dott
cond membre, mais a coefficient non constant. b (1) = gt N gro
L'équation homogene associée est P 4 4k

La solution générale de I'équation compléte est

dv (=0
— v(t) =0.
dt  ro+kt v(t) = l/h(t)"‘vp(t)
Séparons les variables : .
soit . ;
dv  3kdr v(t) L8, 8h

T o+ k0?3 4 4k’

On trouve la constante K al’aide de la condition initiale

E__r()+k[.

La solution de I'équation homogeéne est donc donnée

K gro
par v(O)_o_r—g+E
Invy(H) = -3In(ro+ k) +C=In[(ro+ k) 3] +C
d’'ou K = —grg/(4k) et
ou C est une constante. On a donc
_ 0 rs t
vpt=eC(rg+kt)™3 v(t):%(l_(ro-k—okt)?’)JrgI .
soit
vh(t) = _ K 12. C’est la tension superficielle qui est responsable
(ro + k)? de la forme sphérique des gouttelettes d’eau de petite
oi1 K est une constante (K = e©). taille.

Partie Il : Remplissage d’'une nappe phréatique... (Banque PT2024)

1. Le fluide étant visqueux, sa vitesse est nulle au soit
contact d'une paroi immobile, d’ot1 d (r dv ) __Pe8
dr\ dr Me

vir=a)=0 .

L .. . . . . Unepremiere intégration conduit a
2. En projection selon (Oz), 'équation proposée s’écrit

d d dv
peg+ 22 - (] ydv__pe8

L +A.
r dr

dr 27Ne
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En prenant r = 0, on obtient A =0, d’ou

dv_ _peg,
dr 27
Intégrons a nouveau :
v(r)= Pe8 r’ +B.

La condition v(a) = 0 donne

B= %a2.
4ne
On adonc
v(r) = K(az— rz) avec K= Pe& .
4n

3. Lavitesse est maximale en r =0 et vaut

_ Pe8

2
VUmax = 417 a .

Le temps de parcours minimal vaut Atyin = H/Vmax
soit

dneH
Atmin = 4 2
e§a
On calcule
4x1073x103
Atmin =

103 x 10 x (1076)2

SOit | Afmin=4x108s .
La durée minimum mise par une gouttelette pour re-
joindre la nappe phréatique est de ’ordre de 13 ans.

4, Le débit volumique est donné par

a a
DV:/ U(T)ZTH‘dTIZ.T[K/ (@®-r?)rdr
0 0

_ nKa'
2

2 4

a at
=2nK (az )

soit
_ pegna’

D
v 87]e

5. Lavitesse moyenne, ou vitesse débitante, est donnée
par
_ 2
Dy = ma” vmoy,

pega’
8ne

Umoy =

Le temps moyen de parcours est donné par

Atmoy = —
soit
8neH
—
On calcule
Atmoy = 8x1073 x 103

103 x 10 x (1076)2

s0it | Afmoy =8 x 108s .

La durée moyenne mise par une gouttelette d’eau pour
rejoindre la nappe est de I'ordre de 26 ans.

6. Lorsque I'eau s’évapore pour former un nuage, elle
n'emporte pas les sels minéraux qu’elle contient. L'eau
de pluie est donc trés pure (vis-a-vis des sels minéraux;
elle peut en revanche se charger en polluants contenus
dans 'air).

L'eau de source met plusieurs années pour rejoindre la
nappe phréatique, en s’écoulant au contact de roches,
se chargeant a ainsi en minéraux. L'eau de source est
donc riches en sels minéraux.

Partie lll : Production hydroélectrique d'un barrage... (Banque PT2024)

1. Leplanbissecteur des axes Oxy (qui fait un angle /4
avec (Ox)) est un plan de symétrie du systéme. La ré-
sultante des forces de pression est donc! portée par ce
plan.

La pression dans l'eau étant supérieure a la pression
dans I'air, la résultante des forces de pression est dirigée
vers le centre O.

En tout point du barrage, la force de pression est per-
pendiculaire a (Oz) ; la résultante des forces de pression
est donc aussi horizontale (perpendiculaire a (0z)).
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1. En considérant deux éléments de surface symétriques par rapport a ce plan, la somme des deux forces de pression est portée par la
direction bissectrice.
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2. Considérons comme élément de surface la « bande »
verticale de hauteur H, de largeur Rd6.

\R do
ey do
2,10
o &,

La résultante des forces de pression de I'air sur cet élé-
ment de surface s’écrit

dF 4 = PydSe, = PydS(cos e, + sinf'e))
= PoRH(cos0 €y +sinf €,)do.

Pour la totalité du barrage, on a

/2
Fair = PoRH / (cosO €, +sinfe,) do
0

N N /2
= PORH[sinH ex—cosfey .

=PoRH[(1-0)€x— (0—1)€)]

soit
Fair = PoRH(€x+€y) |.

Variante
On a vu a la question précédente que la force est portée par
le vecteur unitaire

On adonc

d’ot1 la composante

R /2 /2 T

Fyr= Foyp- 1 = Po/ dse, -7 = PORH/ cos(— —9) do
0 0 4

- PORH[—sin(% - 9)];”2 - 2P0RHsin(%) = PoRHV2.

On retrouve alors

Fair = BQRHV2 = PyRH(E, + &)).
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3. Larelation de la statique des fluides s’écrit
grad P =pc g

soitici
dpP
dz Pe§-

Avec P(H) = Py on obtient

P(2) =Py+peg(H-2) |.

4. On suit le méme raisonnement que précédemment,
en considérant comme élément de surface I'arc Rdf
compris entre z et z+dz. On a donc

dF equ = —P(2)dS(cosO @, + sinf'e))
=—[Py+peg(H—2)]R(cosO €y +sinf €y) dO dz.

On en déduit

H /2
Feau= —R/ [Po+pe(H-2)]dz (cos@?x+sin9?y) do
0 0

H\] » -
:—R[POH+peg(H2—7) (€x+€))

soit
= H2 — —
Feau = —R(P0H+peg7)(ex+ ey) .
5. Larésultante des forces de pression sur la barrage est
> > = H* ,
F = Fair+ Feau = _RPeg?(ex"‘ €y).

Comme ||(€ + €,)Il = V2, on en déduit sa norme

_ RpegH®

==

6. Lalongueur de I'arc de cercle est

R
— =568m
2

d’ott R~ 3,6 x 10> m.
On calcule

P36 10% x 10% x 10 x 3052
- 1,4

soit F=2x10"'N .
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Partie IV : Le conseil... (cciNp psi 2024)

1. Placons-nous alalimite de flottaison du verre, quand
I'eau affleure le sommet du verre. Le volume immergé
est alors

Vim = hS.
Calculons la masse my, de pieces nécessaire pour main-
tenir I’équilibre du verre a cette limite de flottaison.

Le systeme {verre+piece} est soumis a son poids et a la
poussée d’Archimede de norme

[IA = pe Vim = pehS.
L'équilibre s’écrit alors
0= (mp+ M) - pehS

d’ou
mp =pehS—M.

On calcule
mp=10°x0,1x2x107>~-0,125=0,2-0,125

soit
mp =0,075kg="75g.
Avec 7 pieces, la masse des pieces est inférieure a m,

et le verre flotte, tandis qu’a la huitiéme piéce, le verre
coule.

Le verre coule a la huitieme piece déposée.

Si le Maitre du temps joue en premier, il joue tous les
coups impairs et le candidat les coups pairs.

C’estdoncle candidat qui dépose la 8¢ piece faisant cou-
ler le verre.

C’est le Maitre du temps qui remporte le duel.

2. Quand on ajoute une piece, la masse de 'ensemble
{verre+piece} augmente de m = 10 g, soit une variation
du poids AP = mg.

La poussée d’Archiméde doit augmenter d’autant a
I'équilibre, soit une variation du volume immergé
donné par

PeAVimg =mg.

Le fond du verre baisse donc de la hauteur Az, donnée
par AVip = SAzy, soit

m

Azy=——.
Spe

Le sommet de la pile de piece s’est élevé par rapport au
verre de la hauteur e, épaisseur d'une piece.

Par rapport a la surface de I'eau, 'altitude du sommet
de la pile a varié de

Az=e— Az,
soit

Az=e— .

Spe
On calcule
1072
Az=2x107" - —————=2x10"°-5x107"
2x107°x 10

soit

Az=-3mm .

On a Az <0:lesommet de la pile est descendu.

Partie V : Traitement des effluents... (ccINP PSI 2022)

1 Déchromation

1. Pour calculer le nombre d’oxydation du chrome ici,
on peut prendre n.o.(0) = -1l et n.o.(H) = +1.

Pour Cr20§‘, on a donc 2n.0.(Cr) +7 x (-2) = -2, d’olt
n.o.(Cr) = VL.

On fait de méme pour les espéces proposées.

Cr3+
+I11

Cr2+
+II

Cr(x) | Cr,05"
0 +VI

Cr(OH),4(s)
+I1I

CrO;~
+VI

Dans les espéces Cr?_O%‘ et CrOi‘, le chrome est au
méme nombre d’oxydation; elles ne forment donc pas
un couple rédox.

Elles forment un couple acide-base si on peut passer
d’une espece a l'autre par échange de proton(s) H". On

peut écrire 2

Cr,03” +H,0 = 2Cr05” +2H".

Le couple CrZO?/ CrOi* forme donc bien un couple
acido-basique.

Lacide est Cr20§‘, la base est CrOi‘.
> CrZO? est un diacide.

On positionne les especes sur le diagramme :

— par nombre d’oxydation croissant « de bas en haut »;
— en placant I'acide a gauche des frontieres verticales.

Le couple HCIO/CIO~ est un couple acide-base, I'acide
étant HCIO.

2. Les plus perspicaces auront remarqué que cette équation est donnée a la question suivante dans I'énoncé. ..
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SHEESHM)

Cr,03%" CrO;~

0,5

3+
Cr pH
2 4 6 8 10 1 14

| P07 Cr(OH)4(9)

-0,5

Cr(s)

2. Lhydroxyde de chrome III précipite a pH = 4 (fron-
tiere verticale entre Cr3* et Cr(OH)3 (s).

La réaction Cr(OH)4(s) = Cr3* +3HO™ a pour constante
d’équilibre

K = [Cr**][HO™13.
A la frontiére verticale, on a [Cr®*]g = 0,1 mol-L™! et
pH;, =4, d’ot1 [HO ], = 1070 mol - L1,
La frontiere correspond a la limite d’apparition du pré-
cipité Cr(OH)S(s) ; on peut donc écrire

Ky =[Cr**]HO ]2 =107 x 10730 = 10731,

Le produit de solubilité vaut | Kg =1073! .

3. Alafrontiére entre les especes Cr,0%~ et CrO3 ™, écri-
vons I'égalité en concentration en élément chlore :

2[Cr,057 ], = [CrOf 1.

Ecrivons la concentration totale en élément chlore a la
frontiere :
2[Cr,057], +[CrO5 1, = co
avec ¢y =0,1 mol-L7!.
On en déduit

Co

2—7 _ Co
[Cr, 0771, = 1

2-1 _

et [CrOy7 ], = DR

La constante d’équilibre a la frontiere s’écrit
2

| = [CI‘Oi ]fr[H+]%r

=

[Cr,07 15

Avec pH = 6,7 ala frontiere, on en déduit

_ (0,05)2 x (107572
- 0,025

K =10"'**

dou pKi=14,4/|.

4. Ecrivons les réactions électrochimiques relatives aux
couples rédox en jeu :

Cr,03” +14H" +6e” = 2Cr** + 7H,0 1)

et

SO;” +3H" +2e” = HSO; +H,0. )
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La réaction étudiée a donc pour bilan

Cr,03” +3HSO3 +5H" = 2Cr** +3S0%™ +4H,0 .
3)

On ala relation
3)=(1)-3(2)

d’ou
ArGS = A GY —3AGS.
On adonc
~RTInK, = —6FES - 3F x (—2E5)
= —6F(ES - EY)
soit
(EO—EO)—EIHK —%lo K> =0,01logK:
1 2= 6F 2—6 gh2 =0, gK2,.

On en déduit

O_ ;0 _
K = 10(E1 E;)/0,01 _ 10(1,33 0,17)/0,01,

soit | K, = 10116 .
On a K, > 1 :laréaction est quantitative.

2 Décyanuration

5. Il faut superposer le diagramme E-pH du cyanure a
celui du chlore. On a

CNO™ +2H" +2e” =CN™ +H,0.
Le potentiel de Nernst est donné par

0,06 [CNO™][H*]?
E=E°(CNO™/CN™) + log[ ]E ] )
2 [CN™]

A la frontiere entre les especes CNO™ et CN7, on a
[CNO™] =[CN7], d'ou I'équation de la frontiére

E=E°(CNO"/CN")-0,06pH =-0,13—-0,06pH.

Elle correspond donc a des potentiels négatifs, et est si-
tuée bien en dessous de la frontiere concernant Cl~.

Les ions cyanure CN~ et les ions CIO~ ont donc des
domaines disjoints : ils ne peuvent coexister de facon
significatives et réagissent selon une réaction quasi-
totale.

6. Leau de Javel est un mélange équimolaire de Cl~ et
de ClIO~, en milieu forcément basique (domaine de pré-
dominance de la base CIO ™).

Quand pH < 7,5, on est dans le domaine de prédomi-
nance de I'acide HCIO, qui a une frontiere commune
avec Cl~ tant que la solution n’est pas trop acide.

En milieu tres acide, Cl1~ et HCIO ont des domaines de
prédominance disjoints; ils ne peuvent donc coexister
en solution et réagissent de facon quantitative selon la
réaction
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Les domaines de prédominances de Cl~ et ClIO~ sont
donc disjoints; ces deux especes réagissent alors de fa-
con quantitative selon la réaction

Cl” +HCIO+H"* = Cl, + H,0.

Il s’agit d'une réaction de médiamutation.

On peut résumer I'ajout d'un acide a une solution d’eau
de Javel par la réaction

Cl”+ClO” +2H" = Cl, +H,0 .

La réaction s’accompagne d’'un dégagement de Cl, ga-
Zeux, toxique.

7. Couple acide-base :
HCIO = ClIO™ +H". 4)

La constante de cet équilibre est

_[Clo7] [H*]
&7 [HCIO]

)

d’ot11a relation

A la frontiere, on a [HCIO]g = [CIO™ ] et pH=7,5 dou

pKa=75 .
Les équations électrochimiques considérées sont
HCIO+2e” +H" = ClI” +H,0 5)

et

ClO™ +2e” +2H* = CI” +H,0. 6)

Ona
B)=06)+@)

d’ou
AGE = AGE + Gy
soit

—2FE°(HCIO/Cl") = —2FE°(CIO" /CI") —RTInK,.
On en déduit
E°(HCIO/CI™) = E°(CIO™ /Cl7) + g In Ky
= E°(CIO" /CI7)+0,031log K = E°(ClIO™/Cl7)—0,03pK, .
On calcule E°(HCIO/Cl™) =1,73-0,03 x 7,5 soit
E°(HCIO/CIT)=1,51V .

8. Le dichlore intervient dans deux couples rédox :
HCIO/CI, et Cl,/Cl". Les équations électrochimiques
correspondantes sont

2HCIO+2e” +2H" =Cl, +2H,0 @
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Cl,+2e” =2Cl". ®)

11 est donc susceptible de réagir pour donner HCIO et
Cl~ selon la réaction

Cl,+H,0=ClI" +HCIO+H" . ®R)

Cette réaction est une réaction de dismutation.

Lenthalpie libre de réaction permet de déterminer le
sens d’évolution d'un systeme réactif :

R . 1
A¢G <0 le systeme évolue dans le sens — .

R 4 2
A¢G >0 le systeme évolue dans le sens «—.

On remarque que

_®-@)
R)= ——.

On a donc _ ~

ArGg — ArGy

—

Lenthalpie libre de la réaction électrochimique (7) est
donné par

ArGR =

A.G; = -2FE;.

A la frontiere entre HCIO (aq) et Cl,(g), on a [HCIO] = ¢y
et a(Cl,(g)) = P(Cl,/P°)=1,d’ou

E; = E°(HCIO/CL,) +0,03log(c3[H*1%)
= E°(HCIO/Cl,) +0,06log ¢y — 0,06pH.

On a de méme pour la réaction (8)
A;Gg = —2FE;.

avec

1
Es=E°(Cl,/Cl7)+0,0310 ( )
8 2 8l
=E° (Cl2/Cl_) —0,06logcy.
Finalement

—2FEg +2FE;

AGRr = 2

= F(E7 - Eg),
soit
A+Gg = F[E°(HCIO/Cl,) — E°(Cl,/Cl7) +0,1210og c_0,06pH]
=F[1,63-1,36-0,12—0,06pH] .

On adonc
A;Gg =F[0,15-0,06pH] .
La réaction (R) se produit dans le sens L osi AGr <0,

c’est-a-dire pour

0,15
pH>—=2,5.
0,06

Le dichlore se dismute pour pH > 2,5 |.
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