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3 — Rétrécissement d’un jet liquide

On considere un écoulement stationnaire d'un fluide
parfaitincompressible dans le champ de pesanteur : on
peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli entre les
points A et B sur une méme ligne de courant.
Laxe Oz étant descendant, il faut écrire
P(A) v§
—+

240
2

P(B) (2
=—+

Le jet étant libre, on a P(A) = P(B) = Py, d'ou

v (2) = vg +28z,

2
v(z) = vy 1+%.
V Yo

La conservation du débit volumique entre la sortie et la
cote z s’écrit

soit

Q= szvo =1r’(2)v(z).

On en déduit

r(z) = (1+2,%Z)1/4 :

4 — Phénomene de cavitation

1. On applique la relation de Bernoulli sur la ligne de
courant joignant les points Aet B :

1 1
P(A)+pgza+ 591}124 =P(B)+pgzp+ 5/’”123-

étant
étant

A la surface libre, on a P(A) = Py. Le point B
dans un jet libre, P(B) = Py. La hauteur d’eau

constante, on a v4 = 0. Avec z4 = H et zg =0, on en
déduit la vitesse v = vg de sortie :

v=+/28H .

On calcule | v=56,6m-s™! .

Le débit volumique vaut
D2
Dy = JTT v.

On calcule Dy = 4,0 m3-s7! =4000L-s7!.

2. On applique la relation de Bernoulli le long de la
ligne de courant joignant les points Aet C:

1
P0+ng=P(z)+§pvé+pgz.

La section de la conduite étant identique en B et en C,
on en déduit
2 _ 2
Ve=Up= 2gH,

d’ou
P(z)=Py—pgz .

La pression décroit quand on s’éleve dans la conduite.
Le phénomeéne de cavitation se produit pour

P(zc) = Py — pgzc = Psat,»

soit pour

Py—P
Ze= -2 "% _gg8m .
pg

3. Pourremédier a ce probleme (pouvant provoquer la
rupture de la conduite), on visse a I'extrémité aval une
tubulure de section décroissante (injecteur), de dia-
metre de sortie d < D, avec d = 15 cm.

3.a) Le point E étant au niveau de la sortie, donc d'un
jet libre, 'application de la relation de Bernoulli le long
de laligne de courant joignant les points A et E conduit

de méme a
VE =1/ 2g H.
Le débit volumique s’écrit

2
Dy=n—vg= I,Omg-s_l.
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3.b) Laconservation du débit volumique entre les sec-
tions B et E donne vcD? = vgD? = vpd?, d’otl

d 2
== 2¢H.
ve (D) g

La relation de Bernoulli appliqué le long de la ligne de
courant joignant les points A et C s’écrit alors

1
P0+ng:P(z)+§pu§;+pgz

d 4
:P(Z)+ng(B) +pgz

d4
P(z) = P()—ng-Fng(l—ﬁ) .

La pression vaut Pg, a l’altitude

4

Py—P d
u+H(1——)=160m,
D4

24

Zsat =

hauteur inaccessible dans la conduite. Lembout a per-
mis débiter la cavitation en réduisant la vitesse dans la
conduite.

5 — Débit d'un siphon

1. On écrit la relation de Bernoulli entre un point de la
surface libre et un point du jet libre de sortie :

P() l}2

Py
—+0+0=—-gH+—
M I 2

v=+/28H .

2. La vitesse v est constante dans la conduite de sec-
tion constante (conservation du débit volumique de
I'eau incompressible) ; la relation de Bernoulli entre le
point M et un point du jet de sortie s’écrit

P(M 2 p 2
¥+gh+v_:_o_gH+U_’
U 2 2 2
d’ ol
P(M)=Py—ug(H+h) |.

On doit avoir P(M) >0, d’ ol

H<&—h.
ug

» Rigoureusement, on devrait écrire P(M) > Pgyy,
mais Pgy¢ < Py d’ou 'approximation effectuée.

3. Lavitesse maximale est obtenue pour

P
Hpax = _O_h,
ug
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soit

P
Vmax = 2(—0—th
u

Le débit maximal correspondant est

D? P,
z 2(—0—gh) .
u

On calcule
Dmax=8,7x1072m>-s7! =87L-s7" .
La cote de la sortie du siphon vaut alors

Hma_x:6,2m .

7 — Vidange

On note Oz la verticale ascendente.

On considere en premiére approximation I’écoulement
comme stationnaire en négligeant la vitesse des points
de la surface libre, en supposant Sy > ¢. La relation de
Bernoulli entre un point de la surface libre et un point
du jet libre en sortie s’écrit alors

po PO U2
—+0+gz=—+—+0
p g2

d’ou1 la vitesse de sortie

vV=+/28z .

Dans un second temps, nous allons prendre en compte

dz
la vitesse — P des points de la surface libre pour écrire

la conservation du débit volumique (liquide incom-
pressible) entre la surface libre et I'orifice de sortie :

D, =-5( )%—
v = zdt—av

2% V2dz = —SZ\/Zgzgdt.
0

Le temps de vidange entre les altitudes z; et zp < z; vé-
rifie alors

V) o
/ z“_l/zdz:—s—\/Zgng,
0

21

soit
22

——2\/2gng.

21 SO

Za+1/2

a+1/2

On a alors

a+1/2

S 2 1
T= I —z7

£ +1/2] ‘
o\ g(1+2a)zy
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On a alors

TZK(Zl—Zz)

So [2 1
avecK=—,/—————.
o\l g (1+2a)z8‘

» On peut répondre directement a la deuxiéme ques-
tion avec moins de calculs, a partir de la relation is-
sue de la conservation du débit volumique

our a—l
p =50

dz _ _iﬁzl/z—a
dr So Zg '

dz .
Il faut Pl cte pour avec une hauteur variant de

facon affine avec le temps, soit @ = 1/2 pour que la
dérivée précédente ne dépende plus de z.

8 — Contracté du jet

1. Larelation de Bernoulli s’applique pour un écoule-
ment parfait, stationnaire, incompressible et homgene.
On considére une ligne de courant entre la surface libre
et l'orifice de sortie (jet libre a la pression Py). On ob-

tient la formule de Torricelli | v =+/2gH .
Pour H = 1,0m, V2x%x98x1 soit

v=4,4m-s’1 .

on a v =

2. Trajectoire balistique, correspondant a @ = g. Base
Ox vers la droite, Oy ascendant, origine en bas a droite
du récipient.

On a i =0, soit X = v et x(¢) = vt. D’autre part j = — g,

1
soit y = —gtet y(t) = -5 gt? + h (vitesse initiale hori-

zontale).
g

On élimine le temps, d'ou y(x) = —sz + h. On a

. [2h
y()=0,dott | L=v ? .

On calcule la vitesse correspondant a la mesure :

| 8 -1
v=Ly/—=44m-s .
2h

On retrouve bien la vitesse obtenue précédemment.

% 1%
3. Le débit volumique est Q = v'o = p d'ou v' = T

o
2 , AV
Aveco=m—,ona | v = -
nd-T
4x10x1073

On calcule v' = soit | v/=2,1m-s! .

7x(1,5x1072)2x27’
4. V' est la vitesse au niveau de lorifice de sortie, tan-
dis que v est la vitesse dans le jet libre (pression Pp). On
a v> v silasection oy dujetlibre est plus petite que la
section o de 'orifice : on observe en effet une contrac-
tion du jet au niveau de la sortie. La conservation du
débit volumique donne le coefficient de contraction du
jet:

op UV
a=—=—=0,448.

o v
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9 — Perte de charge singuliére

1. Lapression p; s’exerce sur les deux faces en amont :
la section S; et la partie droite d’aire S, — S; en contact
avec la zone morte, soit sur la surface totale S; + (S» —
S1) = S». La pression p» s’exerce sur la section S, en
aval. Le bilan total des forces s’exercant sur le fluide est
donc

=
F =S;(p1—p2)ex .
2. Le débit massique, conservé, s’écrit

Dm=pv181 = p12Ss |

3. On construit un systeme fermé :

— alinstant ¢, il est constitué du fluide entre les sec-
tions S; et Sy du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt de fluide qui franchit la section amont
pendant d¢, a la vitesse vy ;

— alinstant ¢ + dt, il est constitué du fluide entre les
sections S; et S du schéma, ainsi que de la masse
dm = Dy, dt qui franchit la section aval pendant d¢,
ala vitesse vs.

Ecrivons la quantité de mouvement de ce systéme a
I'instant ¢, soit

P(t)= P*(H) +dmuv, &
et alinstant ¢t + dz, soit
P(t+dt)= P*(t+dp) +dmuv, &y.

L'écoulement étant stationnaire, la quantité de mouve-
ment de la partie de fluide comprise entre les sections
amont et aval, fixes, vérifie f;*(t +dit) = ﬁ*(t). On a
donc

P(t+dt)— P() = Dy (vs — v7) €y dt,

DT;—D (r,—v)e.
Dl'_ m\t2 1 X

Le principe de la résultante dynamique s’écrit

ol

D —
—_— —-F

D¢t
soit en projection selon €y :
Dm(v2 —v1) = Sa2(p1— p2) -

3/9
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4. On adonc

Dy
p2=p1+ S—Z(m — 1) =p1+pv2(v) —V2)
soit
% = ﬂ+I)2(I}1—l}2).

On remarque que
v% — v% — (v — v1)2 = —21}% +2v1v9 =202(V1 — V2),

d’ou
&_ﬂ+vf—vg—(vz—v1)2
PP 2

La relation de Bernoulli conduirait a

2 2

1% v
P2, 2_P1 71
p 2 p 2

Le théoreme de Bernoulli est valable pour un écoule-
ment parfait. On peut I'utiliser dans le cas d'un écoule-
ment réel si les effets de la viscosité sont confinés dans
une couche limite de faible épaisseur. On observe ici
un décollement de la couche limite au niveau du chan-
gement de section, entrainant 'apparition d’'une zone
«morte » oll la viscosité ne peut plus étre négligée. On
ne peut donc utiliser le théoreme de Bernoulli.

5. En terme de pression, la relation obtenue s’écrit

2 2 2 2
pv, pvy  p(va—v1) pUy
+—==p1+——————=p1+——-A
parmy Tt 2 pre—mmop

ol la perte de charge est donnée par
p(vz —v1)?
Ap="—>=__—"
p 2
2
Comme S;v; = S» 12, on en déduit Ap = a%, avec
S1\2
(-3
RY)

10 — Homogénéisation d’'un écoulement

1. Les forces tangentielles de viscosité homogénéisent
I'écoulement, par diffusion de quantité de mouve-
ment.

2. Deux inconnues p3 et vs : il faut faire un bilan de
masse et un bilan de quantité de mouvement.

Bilan de masse :
m)+dmy+0my=m(t+dt)+dms

avec S
omy = ,uz voddt,
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SUO
Smy = u=— ddr
=Ry

et
Oms = puSvsdt.

La conservation de la masse conduit a

S SU()
—vodt+pu——dt=uSvzdt
HZVO ”2 2 HOV3

31/0
v3=— .
Ty

Bilan de quantité de mouvement :

5m101+5l’}121/2 :6m3v3

d’ou S S )
,uE védt+p§ (%) dr= uSvédt

soit s p
2 2
gHSv0 = 1M

d’ ol D )

Px 2
=——uSv;.
Dr  16/°00

Le poids et les forces de pression latérales sont sans ef-
fet dans la direction Ox; il reste les forces de pression
en amont et en aval :

L Sv2=—p3S+ S+ S
16” 0="P3 P02 P02

d’ou
_ +1 2
P3 = Po 16” 0 -
3. Ona
_ 0,1 2 1 2
Ec(t)—EC+56m1v1+56m2v2
soit 9
0 3
Ec(t):EC+§uSvOdt
et

1 27
Ec(t+dn=E+ E6mgv§ =E%+ ﬁuSyf;dr.

On adonc, avec v3 =3vy/4 :

DE, 9 s

=———uSvd.
Dt 128H°70

Le poids et les forces de pression latérales ont une puis-
sance nulle (forces normales au déplacement) ; la puis-
sance des forces de viscosité sur les parois est nulle
car la vitesse du fluide est nulle sur les parois fixes. Il
reste la puissance des forces de pression en amont et
en aval :

DE, 9 S Sv

= uSU3 = —p3Svs + Po— 1y + Po— —2 + Pint
Dt 128” Uy p3ov3 Pozvo P022 n

4/9
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d’olt

Pint = 9 3u3+33v( )= Sv3(3 9)

On a donc

3
Pint=———puSv3 <0 .
= T 1oghoto

Les forces intérieures de viscosité sont donc dissipa-
tives.

11 — Action d’un jet sur une plaque

On considere le systeme fermé, représenté ainsi de
profil :
— ABC alinstant ¢;

— A'B'C’ alinstant ¢ +dt.

v
A
B
17/\(1[
—_—
—>
P N %
A A
C
!
C ch

A l'instant ¢, il comporte, outre la partie commune, la
masse 6 m de fluide qui va entrer de ¢ a ¢+ dt, a la vi-
tesse uniforme 7 4.

Alinstant t+dt, il comporte, outre la partie commune,
la masse dm qui sort de ¢ a ¢t +d¢ (méme masse que
précédemment du fait de la stationnarité de I'écoule-
ment); cette partie de fluide a la forme d’'un anneau,
la vitesse étant radiale. Elle admet I’axe de la plaque
comme axe de symétrie.

La partie commune entre ¢ et ¢+ dt¢ est donc A'BC,
siege d'un écoulement stationnaire. Les grandeurs re-
latives a cette partie sont donc indépendantes du
temps.

La quantité de mouvement a 'instant ¢ est

—> —> —>

P(t)=Ppypc+Omu 4.
Alinstant ¢ + dt, elle vaut

— — —

P(t+dt)=Pypc+06P
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Du fait de la symétrie radiale du fluide sortant de la
plaque, la quantité de mouvement & P du fluide qui
sort de la plaque est globalement nulle : on peut re-
grouper deux a deux des masses élémentaires radiale-
ment opposées; leurs vitesse étant opposées, on a avec
la notation de la figure

5mB73 +6mc7c = 6
La variation de la quantité de mouvement vaut donc
P(t+d)—P()=—6Ta=-DmVadt = —pSvaTadt,
d’olt R
DpP
Dt

= —pSUAT;A.

Le systéme est soumis a :

N
— la force Fyi; de pression de 'air sur la surface laté-
rale Sy ;

— laforce ?plaque /jet de la part de la plaque.

TR?

ol
La pression de I'air Py étant uniforme, sa résultante sur
une surface fermée est nulle. On complete alors la sur-
face latérale par la surface plane 7 R? (en noir sur la fi-
gure), et la résultante des forces de pression sur la sur-

face fermée ainsi construite s’écrit

0 = Foir— PonR2 @,

—> 2_)
Fair = PynR" ey,

et le bilan s’écrit
—pSV4 €y = PymR* €, + Fplaque/jet.

On en déduire la force du jet sur la plaque

Fjet/plaque = pSvi_e’x + PonRz?x .

5/9
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12 — Décollage d'une fusée

1. Se reporter au cours. On effectue un bilan de quan-
tité de mouvement sur la fusée :

dP  dv_,
=m—e;—

O Mg GemQues

La loi de la dynamique s’écrit

P _ m(t)ge.
dr §¢z

soit
dv

ma?z =-m(t)geé,+Que,.

On interprete cette expression en introduisant une
—>
«force de poussée » I telle que

m(t)%? —_m(ge,+11
qz ¢z TmbEes

avec Tl = Que, .
2. Lefusée décollesiar=0ona

dv>0
dt

soit si
-m(0)g+Qu>0.

Avec m(0) = mg + mg, on en déduit Q > Qnin, avec
o g
Qmin = (Mo + mc)a .

3. On a établi

(l‘)@—— (g+Q
m(t) =-m(g+Qu.

Avec m(t) = mg+ m¢ — Qt, on en déduit
dv u
_ :_g+Q— (1)
dr my+me—Qt

d’ol1 en séparant les variables

dr
dv=—gdt+uQ—.
mo+ me—Qt
On en déduit
t dt
v()=-gt+u Q—
o Mo+me—Qt
/”de+n%—Qn
=—-gt—u
o Mmo+me—Qt
soit

v(t)=—-gt—uln

m0+mC—Qt)
Mo + Me '

dv
D’apres (1) si Q > Qmin, On a T > 0 : la vitesse est une

fonction croissante du temps. La vitesse maximale est
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alors atteinte a I'instant £, o1 tout la carburant a été
brlé, soit Qt;,, = mc. On a alors
mo
Umax = —& Imax — uln ————
mo+ me
soit

meg

mc
Dz = +uln|l+—

mo

En prenant Q = Quin = (Mg + mc) %, on calcule

me
Vmax = ——————u+uln
moy + me

my
mo + me

=u

m m
ln(l ; —°) oM

my mgo + me
SOit Vmax =7,2m-s~ 1.

En prenant 1,2Qpin, on trouve vpax = 13 m- sL.

13 — Lance a incendie

Considérons le systeme ouvert £* compris entre la sec-
tion de diametre D; al’entrée de ’embout et la section
de diametre D, a la sortie de ’embout, incluant 'em-
bout.

On lui associe le systeme fermé X défini ainsi :

2(1): le systeme X* et la masse 6 m qui rentre dans le
systéme pendant dt;

2(t+dt): lesysteme XZ* etla masse 6 m qui sort du sys-
téme pendant dt.

» Ces deux masses sont égales car le régime est sta-
tionnaire.

Les vitesses d’entrée et de sortie se déduisent de la
conservation du débit volumique (I’eau est incompres-
sible) :

En considérant le fluide parfait, on peut écrire la rela-
tion de Bernoulli entre la section d’entrée a la pression
P etla section de sortie a la pression P; :

P VE P, Vg

h W P Vi

u 2 u 2

Le jet de sortie étant libre, on a P, = Py, pression atmo-
sphérique. On a donc

P =P+ g(vz2 ~V?).

Formons la quantité de mouvement du systéme fermé
aux instants ¢ et ¢t + df, en notant Fz* la quantité de
mouvement constante du systéme ouvert. On note 7,
le vecteur unitaire dans le sens de I’évoulement

B(f) = Py +0mVi Ty = Py + uQVi dtTix

6/9



TD bilans

Bilans dénergie et bilans dynamiques — solution

et
T)}(t+dt) = ﬁ)z* +5mV217x = ﬁ)z* +/JQV2 dtﬂx
On a donc

P(t+dp - P N
dr =uQ(Vo— V1) uy.

Les forces extérieures sont :
—
— laforce de pression Fp, sur la section d’entrée;

N
— la force de pression F,y; exercée par I'air sur 'em-
bout;

— la force de pression fpz sur la section de sortie;
— laréaction R du pas de vis.
Ona

Fpl =P Sl I[x .

La surface latérale et la section de sortie sont sou-
mises a la pression extérieure Py uniforme. En complé-
tant par la section d’entrée fictivement soumise a cette
méme pression Py afin de former une surface fermée,
on peut donc écrire

— — — —
P()Sl th+Fext+Fp2 =0
d’ou
— — s
Fext + sz = —P()Sl Uy .

La loi de la quantité de mouvement appliquée au sys-
téme fermé s’écrit

dﬁ) —> — — —
E = Fpl + Fext+ sz + Fe
soit
pQ(Vo— Vi) Uy = (P1— Po)S1 Ux + R.
On adonc

R = pQ(Va — V1) Uy — (P, — Py)S1 Uy

En exprimant V) et V5 en fonction du débit volumique,
et P; — Py al’aide de la relation de Bernoulli, on obtient

- 1 1)\. uQ? 1 1)
R=pQ*|———|t:-—S1| 5~

IJ’Q (82 Sl)ux 2 l(sg S%)ux

2 1 1 1 1

(L L) s (L-L

Sy S S5 s

u
x
2

2 1 1 1 1\(1 1\l
bl 5ol -5 3l
2 S, S S, S1)\S S
201 1 S R
:&(———)[2——1—1 Uy
2 \S S; S»
,UQ251—52( —ﬂ)ﬂ
2 55, S,) F

soit
_HQ* (S1-82)%

R=
2 583
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Le pas de vis exerce sur I'embout une action « vers I'ar-
riére », opposée au sens de I’écoulement.
Le pas de vis doit donc résister a I'action opposée, soit

5o B (S-S
2 58

Avec S; = JTD%/4 etSy; = nD§/4, oncalcule | F=720N
Variante

On peut choisir comme systeme ’eau comprise entre
les sections S; et S, (sans inclure I’embout).

Le bilan de la quantité de mouvement est inchangé et
conduit a

dﬁ— Q-1
dt _l’l’ 2 1 X -

Leau est soumise a :
— la force de pression P; S; U, en entrée;
— la force de pression —Py S, U, en sortie;

— la force fembout/eau de la part de 'embout.

Ona

d? —> - =1

E = P151 ux —PyS2 Uiy + F embout/eau »
On en déduit

Fembout/eau =uQ(Va - Vl)ﬂx -P1S zj + POSZTZx .
Lembout seul (sans inclure I'eau qu'il contient) est
soumis a :

— la force Feau/embout due al’eau qu’il contient;
— laforce ?air de pression de I'air extérieur;
— laréaction R du pas de vis.

Lembout étant fixe, on peut écrire

—

— - o
Feau/embout + Fair+ R= 0.

En fermant la surface latérale de I'embout par les sec-
tions S et S, soumises (hypothétiquement) a la pres-
sion uniforme Py, on a pour cette surface fermée

fair + P()Slﬁx — Posgﬁx = 6,
d’ou
=1 —
Fair = +Po(S2 — S1) ux.

On adonc

—

— — — —
R = _Feau/embout —Far = Fembout/eau = Py(S2 — 81) uy
soit

R = pQ(Va = V1) Uy — P1S1 Uy + Py Sz Uy — Po(S2 — S1) Uy

et on retrouve l'expression obtenue par la premiere
méthode

R = pQ(Va— Vi) Ty — (P1 — P) Sy Tix.

Le reste de la résolution est identique a ce qui a été fait
précédemment.
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15 — Récipient percé

1. Se reporter a la démonstration faite en cours. La
hauteur de liquide au dessus de l'orifice est H—h, d’ol1

v=1/2g(H-h) .

2. Le jet libre est soumis a la pesanteur. Chaque par-

ticule de fluide a la méme trajectoire qu'une masse
. —> —->

ponctuelle en chute libre: ma =mg.

Ux

dz

Selon un axe Ox horizontal, on a m =0,d ol vy =

v 2g(H — h), vitesse initiale.

. dv
Selon I'axe Oz vertical ascendant, on a d_tz =-g,dou

v,(t) = —gt (le jet étant horizontal en sortie du réci-

r
pient), et z(t) = _gT + h. Le jet touche le support a

[2h
I'instant f#; tel que z(#) = 0, soit ¢ = 1/ —. La distance
4

au récipient est alors

[2h
L(h) = x(tf) = vy~ tr=1/28(H - h) E

soit | L(h) =2V h(H—-h) .

0%

06

0.4+

La hauteur d'un point d’abscisse y est h = y. Le lieu
des points d'impact sur le plan a donc pour équation

x=2y/y(H-y) .

Le maximum a lieur pour y = H/2 et vaut xmax = H.
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17 — Etude d’une éolienne

1. Lair étant considéré comme un fluide incompres-
sible, le débit volumique est constant a travers toute
section d'un tube de courant :

SU=81U1=52U2 .

2. Comme on ne tient pas compte de la pesanteur, le
théoréme de Bernoulli s’écrit

U2

—+—=Cte
u o2

Entre les sections S; et S4, on obtient

d’ ou
PA=Po+§(vf—v2)

Entre les sections Sg et S», on obtient

PB=Po+g(VS—v2)

3. Soit dm la masse qui entre en A pendant d et qui
sort en B pendant dz.

La quantité de mouvement du systéme fermé compris
entre S, et Sg al’instant ¢ s’écrit :

P(t)= Pag(t) +dm7

et
P(t+d)=Papt+dD+dm7.

L'écoulement étant permanent :

- —

P ag(t+dt) = P ag(1).
On adonc

dP=P(t+dn-P()=0,

it 0
SOIt — = .
dr

Le théoreme de la résultante dynamique s’écrit

N
dP —> =g —>
_t = FA + FB + FH
=1 z ) . .
ou F 4 est la force exercée sur la surface S4 par Iair si-
—
tué avant 'hélice, F 4 est la force exercée sur la surface
—
Sp par 'air situé apres I'hélice, et F la force exercée
par I'hélice sur la tranche de gaz.
— — — —
Onadonc F4+ Fg+ Fyg=0.
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TD bilans

Bilans dénergie et bilans dynamiques — solution

— —> — — —

Comme Fy = paSe, et Fg = —pgSe, laforce F =
—

— F g exercée par I'air sur I’hélice est donnée par

F=(pa-pp)S@..

Avec les expressions de p4 et pp obtenues précédem-
ment, on en déduit hélice sécrit :

Comme v > v, cette force est dirigée selon €.

4. On répete le méme raisonnement pour le gaz com-
pris entre Sy et Sy :

3(1‘) = ?12(1’) + mefl
et

P(t+dt) = Pro(t+do) +dm7,
avec 7;12(1‘ +dit) = 7;12(1‘) en régime permanent. On en
déduit, comme dm = D, dt
dP N

ar =Dp(v2—v1).

Le systeme est délimité par une surface fermée sou-
mise a la pression uniforme Py. La résultante des forces
de pression est donc nulle. Il reste la force exercée par
I'hélice fH = —F. On en déduit

F= —Dm(v2 — Vl)_e)z .
5. Comme Dy, = uSv,ona

uS
?(Ul —v2) (V1 + v2) = —uSv(v2 —v1)

V1 + U2
V= .
2

6. Effectuons un bilan d’énergie cinétique pour le sys-
téme compris entre Sy et Sy :

1
Ec() = Ec12() + 5dmuf

et
1
Ec(t+dt) = Ec1o(t+d) + Eo‘lmuﬁ.

En régime permanent E¢12(f+dt) = E;12(#). Comme
dm =puSv,ona

DE, Sv
£ = 'u—(vg— vf).

Dt 2

La puissance des forces de pression s’écrit
Pp = P()Sl V1 — P()Sz Vo = 0

d’apres la conservation du débit volumique (S;v; =
So12). En notant Py la puissance fournie par I’hélice
alair:
dE,
dt

=PH+Pp=PH

CPGE PSI 2024-2025

soit
uSv
2
La puissance recue par 'hélice vaut P = — Py, soit

(vg - vf) =Py.

uSv uSvi+uvo
P=—2 (U%—U§)=7 2 (U%—Ug)
S
:%vf(1+x)(1—x2).
Ona
Sv3
P=L"a s na-x .

7. La puissance est maximale pour

P _ pSv3

— 1-2x-3x°
dx 4 ( x=3x%)

soit pour x = —1 qui n'est pas a retenir physiquement
(x>0) etpour x = %

La puissance P est maximale pour x =1/3 .
On a alors

8uSv;
max= a7 v

8. Allure des courbes v(z) et p(z) :

Vi A

-£0+€

v

Au niveau de I’éolienne, la pression subit une disconti-
nuité, tandis que la vitesse est continue.

9. Lénergie cinétique dE; qui traverse la section S
pendant d¢ est celle des particules contenues dans le
volume dr = S x vy d¢, soit

HS

1
6EC:§pdrvf: vidt
Le débit E. = dE./dt s’écrit donc

. Sv3
EC:'U L
2

Le rendement théorique vaut ry, = P/ E,, soit

_(1+x)1-x?)

T'th
2

10. On calcule Ppax =940 W et rg, = 0,59 .
11. Si Préel = Pmax, alOI'S Cp = 0,59.
Si Prge1 =400 W, alors | Cp = 0,25 .
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