CPGE PSI 2024-2025 Lycée Jean Perrin E. SAUDRAIS
Sujet d'entrainement Bilans (difficile) — solution
Physique du skimboard

Partie 1 — Calcul de la résultante des
forces pressantes s'exercant sur
la planche

1 Résultats préliminaires

1. Considérons comme systéme :

— a l'instant ¢, le fluide compris entre x et xr, avec
xp < x < x1, auquel on ajoute la masse dm; de
fluide qui franchit la section située en x pendant dz;

— al’instant ¢t +dt le fluide compris entre x et xT, avec
xa < x < xr, auquel on ajoute la masse dm, de
fluide qui franchit la section située en xt pendant
dt.

Ce systeme est fermé par construction.

En régime stationnaire, la masse de la partie commune
(comprise entre x et x) reste constante :

Mcom (2) = Meom (£+d1).
La masse totale du systéme fermé est
m(t) = Meom (1) +6my

et
m(t+dt) = meom(t+di) +0my

Comme m(t) = m(t + dt) par construction (systéme
fermé), on en déduit 6m; = dmy.

Onadm; = Lh(x)v(x)dt etdmy = LhyVdret. On en
déduit

hrV =hx)v(x) |. 1)

2. L'équation locale de la conservation de la masse
s’écrit
op

— +div(p7) =0 .

(2)

. : .0 ) o
En régime stationnaire, a—i = 0. Leau étant un liquide

incompressible, p est constante et I'équation (2) se ra-
mene a
divy =0.

Avec un champ des vitesses unidimensionnel de la
forme U = v(x) Uy, on en déduit

ov 0

ox

et v(x) estindépendant de x : v(x) = v(x7), soit

v(x)=V . (3)

La relation (3) est en contradiction avec la relation (1);
cela conduirait a h(x) = hry.

Considérer un champ des vitesses sans composante
verticale (7 = v(x) Uy) nest qu'une approximation, qui
peut entrainer des incohérences :

— un tel champ des vitesses est incompatible avec les
conditions aux limites imposées sous la planche :
v(x) U, n'est pas tangent a la planche, or il faut que
la composante normale a la planche du champ des
vitesses soit nulle;

on ne peut négliger la composante verticale du
champ des vitesses lorsque 'on écrit la conserva-
tion de la masse localement. Il faut considérer

— — —
U=Uxly+U;U,.

Le bilan s’écrit
ov,
0z

—> an
divv = —
v v ox +

En ordre de grandeur

ovy O0v,
ox 0z
L'échelle de longueur caractéristique selon x est £y,
etselon z, hy— hyr.Onadonc
Uy Uz
lm  ha—hr’
La composante verticale de la vitesse a pour ordre
de grandeur

=0.

ha-hr

Vg~ —fm

Comme «a < 1, on a bien v, < vy, mais le terme en

v, ne peut étre négligé dans le bilan de matiere lo-
cal:

Ux~avx.

0v, Ovy

0z 0x

vV, < Uy Inais

3. Dans le cas d’'un écoulement stationnaire, d’'un
fluide incompressible homogene on a, en négligeant la

pesanteur ! :

2
PO V) _ o

B 2 (4)

cette expression étant constante le long d’'une ligne de
courant.

1. «Linfluence de la gravité est négligée dans I'étude de I'écoulement » dixit I'énoncé.
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2 Calcul direct

4. En considérant en particulier I'’écoulement en xr, la
relation (4) s’écrit
2 2
X ve(x 1%
px) v _po V°
o 2 p 2

On adonc
() po vZ o ) V2 hp VP
p Po—/O2 p 5 —Pz th(x)z
en utilisant (1), d’ou
(x) Love|h i (5)
X)—po=— -
h(x)—h
5. Comme a < l,onaL =tana ~ a d’ ol
X—=XT

h(x)=hr —a(x—x7) (6)

6. La surface non mouillée est soumise a la méme
pression pg sur chacun de ses cotés; la résultante des
forces de pression s’exercant sur cette partie de la
planche est donc nulle.

La surface mouillée est soumise a la pression de 'air pg
sur sa face supérieure, et a la pression p(x) sur sa face
inférieure. En notant 72 le vecteur unitaire normal a la
plaque, dirigé vers le haut, la résultante des forces de
pression s’exercant sur la plaque s’écrit donc

?sz[p(x) — poldST

soit en prenantdS = Ld¢ :

F= / [p(x) — pol LACT .

A
La composante verticale est donnée par
—
F,=F-uU,=Fcosa.

On remarque que d¢cosa = dx. En utilisant la rela-
tion (5), on a, en menant les calculs au premier ordre
ena:

X7 h2
Fz:_L/ 1- T 5 dx
2 Xa (hr —a(x—x7)]
L[ (i ]
=—1I7L 1-|11-—(x-x7) dx
2 /., hr T

[T
~E 1-[1-=(x- d
5 . hT(x xr)||dx

V2L2a [*T
= _P — (x—x7)dx
2 hr Xa

é%n — Zgn 1
2. Onaam =7

2 ¢
~ ah—:‘ (1 + ah—‘:)

hA l_a%n
A
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soit
V2L2a [(x—x7)?]" pV’L a
Fo=- 00 22 T PR Gy
2 hr 2 w2 hr
Au premier ordre en @, on a
Xp—Xga=4¥¢mcosa~ ¥
et
o ha—hr
lm
d’ou , ,
pVeL g,
F,= a— 7
z 5 Iy ()
que I'on écrit au premier ordre? en « :
V2L 22 VL 02
=Pty tm PV m
2 T ha-alnm 2 hy
soit
_ pVEL ha—hr 05,
=70 by hy ’
On a donc
pV? hr
F,=—1L1¢,(1-1)| avec =— (8)
2 ha

La composante horizontale des forces de pression
s’écrit
F,=F;tana ~ aF,

soit avec I'expression de « établie en 5. :

_ hA—hT sz

F —Lln(1-A
x ‘2 m(l1=4)

d’'oticomme A = hy/hy :

pV?

FX=TLhA(1—/1)2 ) 9)

On peut aussi calculer I'intégrale en utilisant (6), soit dh =
—adx, d’ou

pV? o (1 1)
B L lha-hr+h2|—-—
20 | T M sy
pV? hr
=P L\ ha-hr——L(ha-h
g A—hr hA(A 7)
sz ha—hy hr pV
=t 1- L | = rrna-2
2a a ha 2a m( )
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s
7. Le moment élémentaire en T de la résultante d F
des forces de pression s’exercant sur la bande Ldx si-
tuée en M d’abscisse x est

dM=TMAdF = —(x - x7) dF,
soit en projection selon T[y :
dM = (xr—x)dF = (x7 —x)[p(x) — po]l Ldx.

En utilisant (5), on en déduit

27 pxr 2
M:p‘gL/XA (X7 - X) 1_}:&) dx.
On adonc
M:K/XT(xT—x) 1- ZT dx (10)
A h?(x)
avec
pV2L

K=

2

8. La plaque est soumise au poids du sportif et aux
forces de pression. L'équilibre de la plaque s’écrit

mg+E=0.
En projection selon Uz, on obtient
-mg+F,=0.
La somme des moments étant nulle a I'équilibre, le

poids du sportif s’appliquant a la distance ¢, du bord,
ona

0=-mgl,+M.

On adonc

MM pVELE f(A) 2
P mg  F, 4 pV2Llm(1-1)
d’ol1
f)

ly=¢ ) 11
p=bmy Ty (11)

3 Calcul par un bilan de quantité de mouvement

9. Choisissons comme systéme fermé X ’eau conte-
nue dans le volume situé sous la planche entre les abs-
cisses x4 et x7 et celle qui va pénétrer dans ce volume
entre les dates ¢ et £ + dt.
La quantité de mouvement selon 7, aux instants f et
t+dtest

Py (1) = Pycom(£) +6muv(x,)

et
Py (t+dt) = Pycom(t+d8) +dmuv(xT)
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en notant Py com la quantité de mouvement de la partie
située entre les abscisses x4 et xr. Lécoulement étant
stationnaire, on a

Py com(f) = Px,com(t"‘dt)-

hr ., |
De plus, v(x7) = Vet v(xy) = Vh_ d’apres (1).
A
La masse qui entre a 'abscisse x4 (ou qui sort a I'abs-
cisse x7) pendant d¢ vaut
dm=pLhrVdt.
On adonc

h
Po(t+dt) — Py(t) = pLhTth(l - h—T) 1%
A

soitavec A = hy/hy :
dP,(2)

=pLhr(1-1)V? .
dr g pLhr( )

(12)

10. Leau contenue dans le systéme X est soumise :
— sur sa face d’entrée en x4 aux forces de pression
=1 —

Fy,=+pahaLluy;

sur sa face de sortie en xr aux forces de pression
=1 —

Fy, ==pohrLuy;

sur sa face inférieure, a la force exercée par le sol
>

F o1 = Fyo1 1L, (verticale car le fluide est parfait);

sur la surface de la plaque, a la force opposée a la
force de pression que le fluide exerce sur la plaque
(actions réciproques)

— Xr
Fplaque = _/ p(x)de?z'
x

A

dont la projection selon iy s'écrit

Xr
Fx,plaque = anlaque = —0-’/ p(x)Ldx.
XA
On adonc
Xr
Fys=pahal—pohrL— a/ p(x)Ldx
XA

On a calculé

XT
Fx:/ [p(x) — polLdxa

A

donc

XT Xr
—a/ p(x)dez—Fx—poL(x/ dx

XA XA
=—Fy—poLa(xr —x4) = —Fx—poL(ha—h7)
ha—h

cara = A T.Onadonc
XT — XA

Fx,plaque =—Fy—poL(ha—-hr)

et la résultante des actions s’exercant sur le systéme X
a pour composante horizontale

Fys=pahaL—pohrL—Fx—poL(ha—hr)v
soit

Fys=(pa—po)hal—Fy |. (13)
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11. Le théoreme de la résultante cinétique appliqué a
2 s’écrit, en projection selon I[y :

dPx(Z)
dr |

:Fx,Z

soit avec (12) et (13) :

pLhr(1=A)V? = (pa—po)hal— Fx
d’ ol

Fy=(pa—po)haL—pLhr(1-2A) V2.

Comme d’aprés (5) on a

i
h2
A

V2
PA—P0+pT

2
L

on en déduit

F,= pTVZhAL—pLVZhT(I -2
= pTVZhAL—pLVzhA)L(I -A)
= pTvzhAL[l ~A%2 =211 - Q)]
d’ot1
F, = pTVZhAL(l -2 .

Fy
On retrouve alors F, = —
a

Partie 2 — Mouvement de la planche dans
le référentiel terrestre

12. Appliquons le principe fondamental de la dyna-
mique au systéme {planche+sportif}. Sa vitesse dans le
référentiel terrestre étant —V i, on a

dv S+ F
- m—=m .
a &

La projection selon 7, conduit a
0=-mg+F,,

d’ou F, = mg.
La projection selon 7, conduit a

—de—F
dr %

Comme Fy =aF,,ona

-m— =aF,=amg.
dr “ &

La vitesse est donc solution de I'’équation

dv

= 14
ar 8¢ (14)
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13.a) On a montré avec la relation (7) que

_ pV?L 0%

2 ]’lT.

z

Comme F, = mg, on a alors

_ paVAL
2 ht

1 [2mghr
Im=—/ .
14 apL

13.b) On doit avoir ¢y, < L', longueur de la planche,
d’ott d’apres (15)

1 lzmghT
V > Viin = E apL .

13.c) Léquation (14) s'intégre en

(15)

(16)

V(it)=—-agt+V(0).

La vitesse de la planche s’annule donc a l'instant #

donné par
VO

tr= .
ag

Intégrons une nouvelle fois I’équation du mouvement :
1 2
x() = —Egt + V() t+x(0).

La distance parcourue a l'instant ¢ vaut alors

V2(0)
2ag

D =x(t) —x(0)=V(0) t;— % %2 =

On calcule  D=10,4m |.

13.d) Lensemble {planche+sportif} est plongé dans
deux fluides : 'eau et I'air. Le modele néglige princi-
palement la résistance due a l'air (force de trainée vis-
queuse), et la trainée due a ’eau sur la planche.

Partie 3 — Nécessité du jet d'eau

14. Considérons le jet d’entrée au-dessus de la ligne
de courant en pointillés, qui ressort vers 'avant. Leau
étant incompressible, I’écoulement permanent et le
module de la vitesse identique dans les deux branches
du jet, ces dernieéres ont méme section §. La hauteur to-
tale du flot entrant dans le référentiel R est donc hp+6.
Notons Py com la quantité de mouvement selon i, de
I'eau contenue dans le volume hachuré; I’écoulement
étant stationnaire, cette grandeur est constante.

La quantité de mouvement selon 7, du systéme fermé
alinstant ¢ vaut donc

Py(1) = Pycom + pL(hy +8)Vdt- V.
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Alinstant ¢ +dt, elle vaut d’ot1 avec (17)
Py(t+d0) = Py com+pLhpVdt-V —pLSVdt-V. 250LV?
Ifr = . (18)
On adonc a
dP,(3) Py(t+dt) — Py(1)
T = T I faut que la force F, soit non nulle pour que la planche
R soit portée par 'eau, ce quiimpose | § #0 |:lejet d’eau
soit — est nécessaire.
dP(Z)
(JiCt =—26pLV? . (17) 16. On calcule
R _ mag
15. Ona _ 2pLV?
dPy(2)
— | =—F,=—-aF
dt ? xT T doli 6 =2mm .
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