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Phénomeénes de transport — solution

Etude de la thermoélectricité : phénomeénes de transport couplés — prapres Centrale MP 2005

1 — Effet Joule

. . - - \
1. Loi de Fourier : | Jq(M, ) = -AgradT , ou A est la
conductivité thermique du milieu.
2. Considérons comme systéme la portion de conduc-

teur comprise entre x et x + dx. En régime stationnaire,
le bilan d’énergie s’écrit

0=Jq()Zdt - Jq(x+dx)=dt+dRI*dt,

oll OR est la résistance électrique de la portion de
conducteur.

En notant p la résistivité électrique du milieu, la résis-
tance s’écrit, en prenant en compte 1'énergie recue par
effet Joule,

dx
sR=225
>
La résistance totale du barreau étant donnée par R =

oL L. dx
—, on peut écrire SR = R—.
z L

Le bilan s’écrit alors

d
0= Jq

d
- _lsax+rPEE.
dx L

dT
La loi de Fourier s'écriant Jg(x) = —Ad—, on en déduit
X

I'équation différentielle

d?T_ R
0=A—3+=—1°.
dx? L
3. Ona
d°T  RI?
dx®2 AZL’
d’ou
a7 _ R12x+A et T(x)= R x*+Ax+B
dx  AZL - 2A3L '

ol A et B sont deux constantes a déterminer a partir des
conditions aux frontiéres.

On a d'une part

T()=T.=B.
D’autre part

T() =T, =B.
d’ou

Tt—T. RI?

A=—"S+4
L 2A3L
On adonc
T(x) = RE ] Sl SN RP Lx+T,
- 2AZL L 2A3L X

La température dans le barreau s’écrit

T.—T; RI?
T =Te-—7—*+5757

x(L—x) .

4. Le vecteur densité de courant thermique est donnée
par

dT AMT.-T) RI*> RI*x
= l—=—"——4+——.

Jq() dx L 2 T X L
La puissance thermique recue de la part de la source

chaude, en x =0, est donnée par
Pe=Jq(0)Z,

soit

i _AZ(T _T)_RIZ
c= I [ f 2 .

Compte tenue de I'orientation, la puissance thermique
recue de la part de la source froide en x = L est donnée
par

Pr=-Jq(D)Z,
soit
. AZ(T . RI?
f= I C f 2 .
On calcule

P.+Pr=—RI? .

On retrouve le bilan de puissance appliqué au barreau
en régime stationnaire :

0=P.+Ps+ P

N

o1 P; = RI? est la puissance recue par effet Joule.

2 — Forces thermodynamiques

1 Conduction thermique pure

5. Le bilan d’énergie appliqué a la portion de conduc-
teur comprise entre x et x + dx s’écrit, en régime sta-
tionnaire

dJq
0=Jqx)Zdr-Jq(x+dx)Zdt = —Ededt.

dJ.
On adonc d—q =0:1a densité de courant thermique J4
X
est uniforme dans le barreau.



6. Le transfert thermique a travers 'interface a I’abs-
cisse x, a la température T'(x), s’accompagne d’'une en-
6Qre(;u(x)

T(x)
travers la section d’abscisse x + dx a la température
5Qre(;u (x+dx)

T(x+dx)

tropie recue ; de méme l'entropie recue a

T(x+dx) est . Finalement pour la tranche
considérée,

6Qre(;u (x +dx)
T(x+dx)

6Qregu (x) +

689 =
T(x)

Comme
5Qregu(x) = ]q(x)Zdt = ]qul'

et
6 Qrecu(x +dx) = —Jq(x +dx)Zdt = —JqZdr,

Ona
Jq Jq

= - >dt|.
T(x) T(x+dx)

7. Le bilan d’entropie pour la tranche comprise entre x
et x +dx s’écrit
dS=68e+6S..

En régime stationnaire, dS = S(¢t+d¢) — S(¢) =0, d’ou

1 3 1
Tx+dx) T(x)

d (1
=Jo—|=]|=Z :
]qu(T) dxdr

5Sc=—6Se = Jq >de

Le volume de la tranche étant d7 = X dx, I’entropie créée
par unité de temps et de volume est donnée par

wai 1

7= Saxdr 9ax\T)

N
Dans le cas unidimensionnel, ona Jq = ]q?x etT(M) =

1 d (1)
_) = (—) €x. On peut donc écrire

T (x), soit grad =—
(x), soit gra (T o\ T

b
T gy ) T R T

8. Ona
d (1 Jq dT dTr
U=]q'd—x(?)=—ﬁd—x avec ]q=—Aa
soit
S (dT)z
CT2(x) \dx)

» On remarque que o > 0 si la température n’est pas
uniforme, ce qui traduit le caractére irréversible de
la conduction thermique.

Comme J; est uniforme le profil de température est af-
fine dans le barreau, et

d_T B T(L)—T(0)
dx L ’
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La température au milieu du barreau est donnée par

TL)+T(0)

T(L/2)= 2

On adonc

47 ( T(L) - T(0) )2
2\TW)+TW0)

On calcule |0 =200J-s71-K!m™3 .
» On peut écrire 0 =200 W-K 'm~3.

2 Conduction électrique pure

9. En régime stationnaire, la conservation de la charge
électrique s’écrit
. = dJ,
div Jo=0=—=2.
dx
N
Le vecteur densité de courant J. est donc uniforme
dans le conducteur.

10. La puissance volumique cédée par le champ élec-
- —

trique a la matiere valant J, - E, la tranche considérée

recoit la puissance

6Pe= J,- EXdx .

Le bilan enthalpique en régime stationnaire pour cette
tranche s’écrit
0=6W+6Q

ou le travail recu par la force électrique est donné par
OW =Pedt. On a donc

5Q=-J.- Exdxdt.
Lentropie recue est alors donnée par

65625—Q:—]6.E
T T

>dxdt.

Le bilan d’entropie 0 = § Se + 6 S¢ en régime stationnaire
conduit a

- -

‘E
6SC=02dxdt=]eTdedt.

On en déduire le taux volumique de création d’entro-
pie:

- - y . s 2 y 2 .
11. Avec E = —grad V, 'expression précédente s’écrit

B 7; -gradV
= T .
On peut donc écrire
= - gradV
0= Je-Xe avec |Xe=-—

T
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12. Laloi d’Ohm locale s’écrit 7:5 = yf, d’ou
Je B J2
o=—-=—.
T yT
Lintensité étant donnée par I = J.X, on a
IZ
o= ——.
yT=?

On calcule 0=0,58W-K1-m™3 .

3 Forces thermodynamiques

13. Récapitulons les résultats précédents.

Force thermodynamique pour la conduction thermique
seule :
Xo=grad (5 = - gzEad
d T T2
Force thermodynamique pour la conduction électrique
seule :
> gradVv
=7
14. Equilibre thermodynamique : conduction ther-
mique seule
On a 7:1 - 0. D’apres la loi de Fourier, 7:1 = —)Léaa T,
donc @ T=0.0n en déduit

- 1 — —>
Xq:—ﬁgrade 0.

Equilibre thermodynamique : conduction électrique
seule
On a 7; =0. D’apres la loi d’Ohm, 7; = yf, donc E =
—grad V = 0. On en déduit

- gradV

e — =0.

T

A I'équilibre thermodynamique, les forces thermody-
namiques sont nulle.

3 — Phénomeénes thermoélectriques cou-
plés
1 Théorie de la réponse linéaire de Onsager

15. La densité de courant électrique vérifie I'équation

— Log —— rad V
]e:_%gradT_Leeg T . (1)

7 2 . 1 - 7
La température étant uniforme, grad7T = 0. On en dé-
duit

yA gradV
e — ee T .

On retrouve donc la loi d’Ohm locale

7; = Yf =—ygradV

avec y:L—T‘*’ .
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16. Le vecteur densité de courant thermique vérifie
I'équation

- Lyqg— dV
qq gra
Jo=-—5gradT — Lge .

)

. P . . -2 -
Si aucun courant électrique ne circule, ona J. = 0 et
I’équation (1) s’écrit

- Leqg— gradV
0 :—?gl‘adT Lee—,
d’out
radV. Leq —
_& = gradT.
T Lee T2
L'équation (2) s’écrit alors
> L Lae —
Jq= —%gradT+ q;z gradT.

ee

En identifiant avec 7; = —Agrad T on en déduit

1 L5
A=—|Lyq——| -
T2 Lee
Le gradient de température entraine |'existence dans le
conducteur d'un champ électrique donné par

>  — TLeq —
E=-gradV = grad T,
Lee T?

soit

Lqe
€= q

s ~
E =¢egradT = .
TLee

avec

17. Nous pouvons exprimer les coefficients phénomé-
nologiques en fonction des caractéristiques du milieu.
On a montré a la question 15

Lee=7T.
D’apres la question précédente, on a.
Lge =€y T?.
De I'expression de A établie a la question précédente on
peut déduire
227"

L2
Loq=AT? + 2 = AT ———
Lee yT

soit
Laq=AT*+&*yT>.
On en déduit
7:] =—-AgradT +¢T |—eygrad T —ygrad V
et
7:, =—ygradV —eygrad T .

18. D’apres les relations précédentes, on a
7:1 = —xlgradT+£T7; .

La loi de Fourier n’est valable qu’en I'absence de cou-
rant électrique. Le terme £T7; traduit un transfert ther-
mique dans le sens du courant électrique si € > 0 et dans
le sens contraire si € < 0.
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2 Effet Seebeck : mesure de température
19. Un mélange eau-glace permet de réaliser une
source idéale de chaleur a la température de 0 °C.

20. Si le voltmetre est de résistance infinie, 'intensité
. . . . - =g
électrique est nulle dans le circuit, soit J. = 0.

De la relation précédente on déduit alors
gﬁi V= —egr?i) T.
On peut donc écrire
gradV-d¢ = —egrad T-d¢
d’ou
dV =-¢edT.

On peut décomposer le calcul de la différence de poten-
tiel :

J2 J ! M
VM—VN:/ dV+/ dV+/ dV+/ dv.
N J2 J a1

On utilise la relation dV = —edT en utilisant le coeffi-
cient ¢ relatif au métal constituant chaque segment :

Tres Te Tret
VM—VN=—/ ScudT—/ (;'BdT—/ EAdT
Ta Tret Te
T,
—/ ECudT
Tret

Te Trer
=—/ EBdT—/ EAdT,
Tréf T

e

soit

» 1l faut utiliser deux conducteurs de méme nature
(par exemple en cuivre) pour connecter I’appareil de
mesure afin que Vy; — Vy ne dépende pas de la tem-
pérature ambiante T,.

21. A priori, les coefficients €5 et eg dépendent de la

température; la loi eag(T) n’est alors pas affine.

» Si g5 et eg sont indépendants de T, on peut écrire
ea(T) = (ea —€p) (T — Trep) -

22. En considérant que I'on puisse écrire

ea(T) = (ea —eB)(T — Tret)

on calcule epg = €p — € pour les différentes tempéra-
tures.

T 450 °C
41,1pv-K!

500 °C
41,3V K1

550 °C
41,4 pv-K1

EAB

La réponse n’est pas complétement affine. On peut
prendre | eap =41,3 pV'K_1 .

23. On décompose le long des conducteurs :

j M
VM—VN=/ dV+/ dv
N J
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soit
T Tr
VM—VNZ—/ £BdT—/ £AdT.
Ti c

f
On adonc

VM—-Vn=
Tt

La tension mesurée dépend de T..

3 Effet Peltier
24. On a montré a la question 18 que
7:1 = —)LgradT+£T7;.

R 1

Sila température est uniforme, ona grad T = 0, doit
Jq=¢€TJe . 3)

25. On considére comme systéme S une fine tranche
englobant la jonction.

jonction

I
—

A B
\8

Le transfert thermique recu par le systeme est
0Q=JgaZdt—JoprZdrt,
soit compte tenu de la relation (3), on peut écrire
0Q=epTJZdt—epT]eXZdt=(ep—ep)T1dt.

La puissance thermique Pp = 6Q/dt recue par la jonc-
tion est alors donnée par

Pp=(ea—€p)TI,

soit

'Pp = HABI avec HAB = TEAB .

» La relation (3) indique d'un courant électrique en-
traine I'apparition d'un courant thermique. Il est né-
cessaire d’avoir une jonction entre deux matériaux
différents pour que cette effet se traduisent par le dé-
gagement (algébrique) d'une puissance thermique :
la densité de courant électrique 7:, étant continue,
c’'est la variation de € qui permet d’avoir une den-

sité de courant thermique 7:1 discontinue d’apres

—

Jg=¢€T Je.
26. Considérons I > 0.

Siep>é€g ona Pp >0 et lajonction absorbe de la cha-
leur.

Siep <eg onaPp<0etlajonction libere de la chaleur.

» Le comportement dépend du sens du courant. Si
I <0, on obtient le comportement inverse.
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