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1 — Les équations de la vague linéaire
1. Le volume dr = dxdydz contient la masse
om=p(x,z t)dxdydz.

Entre ¢ et ¢t + dt, elle varie de
dém) = (p(x, 2z, t+dr) —p(x,z,1)) dxdydz
dp
= —dtdxdydz.
P xdydz

La masse qui franchit une section par unité de temps
est donnée par le flux de vecteur densité de courant de
masse

Tm=pU.

La masse recue par le volume dr pendant d¢ est donc

6mre(;ue = jm’x(x, z, t) dyd.zdt_jmyx(xdx, Z, t) ddedl'
+ jmz(x, 2z, )dxdydt — jm x(x, 2+ dz, t)dxdydt
_ Opuy 0p

dxdydzds— 2% dxdydzdr.
X 0z

Le bilan de matiere s’écrit donc, apres simplification

op

Op _ 0(puy) 0(pug)
ot '

0x 0z

2. Dans le cas ot le fluide est incompressible, sa masse
volumique est constante. On a donc

dp
— =0
ot
d(puy) + d(puz) _ (aux _ auz)
0x 0z \ox 0z )’
La relation précédente donne alors
(Oux auz)
p - =Y,
0x 0z
d’ou
ou, Ou, .
ox 0z

—>
3. Le champ des vitesses s’écrivant 77 = grad ¢, on a

0 0

_(’b et uz = _(p .

0x 0z

Larelation de la question précédente s’écrit alors
u, 0%u,
ox? = 0z%

ux:

=0,

soit
Ap=0 .

4. Avec U = grad ¢, la relation d’Euler s’écrit

dgradgp) 1— _, _,
o M+§grad(u. u)

o +pgeé.+grad(p) = 0

Les variables de temps et d’espace étant indépendant,
le théoreme de Schwarz permet d’écrire

a(gr?iqb)_—»(a_gb)
ot = grad at)”

D’autre part, on peut écrire

pgé, =grad(pgz).

On adonc
—[0p 1, ] —> -
pgrad a—cf+5uu +grad(pgz+p)=0.

Le fluide étant incompressible, la masse volumique p
est uniforme et on peut écrire

grad (0gz + p) = pgrad (gZ+ %)

d’ou

Une expression de gradient nul est uniforme : elle ne
dépend pas des coordonnées d’espace, mais dépend a
priori du temps. On a donc

— —
+-U-U+gz+

0o B
3 =f(@® .

ASHAS]

1
2

Dans le cas ou I’écoulement est stationnaire, on a ET =

0, et (1) = C constante. La relation précédente devient
alors

U-Uu+gz+==C.

ISR

1
2

On retrouve la relation de Bernoulli.



5. Considérons une particule de fluide a la surface libre.
La composante verticale de sa vitesse est u, soit avec
7 =gradg,

_9¢
=3,
La composante verticale de sa vitesse est aussi donnée
par la dérivée temporelle de sa cote, dérivée calculée en
suivant le particule de fluide, c’est-a-dire avec la dérivée
particulaire.

1)

Uz

D 0
Uy, z=1(x, 1), 0 = = = 21

Dr - a1 + (u -grad)n(x, 1).

Comme 1 ne dépend que la variable d’espace x, on a

-grad ) =uUy—,
(u -grad)n(x, 1) uxdx

d’ou
_on

on
“2= 51 ox

+uxax.

- T 0
Avec u =grad¢ona uy = 6_¢’ d’ou
x

_0n 0¢on
“a= 51 T oxox
En utilisant (1) on en déduit
d0p 0n 0¢an
. T 2
e o0 oron @

6. La pression a la surface libre est égale a la pression
atmosphérique par continuité, soit

plx,z=n,1)=po |.

On a établi a la question 4 la relation

ot 2 o p’
Ecrivons cette relation en un point de la surface libre de
cote z=1:

6 - 7
% + +8n+ Po_ @,
0tz 2 |z p P
d’olu
10 u-u
n=-- o9 - . 3)
g 0tl=n 28 Iy
7. Léquation de Laplace s’écrit
P ¢
Ap=— +— =0.
¢ 32 " 822

Avec ¢(x,z,t) = X(x, 1) Z(1), elle devient

az—XZ(z)+X(x t)dz—Z:O
0x? " dz? ’
soit
1 °X 1 d*Z
X(x,8) 0x2  Z(z) dz2
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Le membre de gauche ne dépend pas de z, tandis que le
membre de droite ne dépend ni de x ni de . Ces deux
termes étant égaux, ils sont donc constants, soit en in-
troduisant une constante  :

1 d*Z
T Zodz2 T H*

1 0°X
X(x,t) 0x?

On en déduit le systéme

X
ax2
d’z
dz?

= —’uX

:I’LZ

8. On ala condition aux limites

on _ d¢
0t  0z|,-0

Avec n(x, t) = Acos(kx—wt),ona

6_17 =wAsin(kx —wt).
ot

Avec ¢(x, z) = X(x,t)(Z(x), on a de plus

6—¢ =X(x t)a—Z
0z |0 " oz

z=0

On obtient alors

. 0z
wAsin(kx—wt) = X(x,t) —
0z

z=0

En identifiant le terme fonction de x et ¢t on peut écrire
X(x,t) =sin(kx —wt)

et
0Z

=Aw |,
0z z=0

soit les expressions demandées avec |y = Aw | .

9. Avec X(x,t) =sin(kx—wt),ona

°X
— = —k*sin(kx-wt) = -k*X.
0x?
En identifiant avec I'équation
X ¥
ox2 . M

on obtient u = k2.
L'équation différentielle vérifiée par Z(z) s’écrit alors

ez
@—k Z(Z)=0

La solution générale est de la forme

Z(z) = acosh(kz) + Bsinh(kz).
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dz
el aksinh(kz) + Bk cosh(kz)

soitenz=0

0z
— =Bk =Aw,
0z z=0
d’ot1 A
w
P="
Ona 5 q
¢ . Z
— = kx—wt)—.
oz sin(kx —wt) 1z
La condition sur le fond
0
9% _o
0z z=—H
s’écrit alors
dz o
dz z:—H_

soit A
aksinh(—kH) + 7‘” cosh(—kH) =0.

La fonction sinh étant impaire et la fonction cosh paire,
on a donc

A
Tw cosh(kH) = aksinh(kH)

d’olt
B @ cosh(kH) : Aw
"~k sinh(kH) ktanh(kH)"
On a alors
A h(k
Z(z) = 22 |sinh(kz) + 2502 | |
g tanh(kH)

En labsence de formulaire de trigonométrie hyperbo-
lique, on pouvait conclure avec cette expression.

On peut écrire

2@ =22
S

sinh(kz) sinh(kH) cosh(kz) cosh(kH)
sinh(kH)

Avec
sinh(a) sinh(b) + cosh(a) cosh(b) = cosh(a + b)
on obtient

B cosh[k(z + H)] _&
2@ == k| & T

10. Ilreste a utiliser la condition de surface au repos

__19¢
g ot Z=0.
Ona
99 _9X ;4 = —weostkx—wD Z(2)
ot ot B
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soit

o9

=- —whZ
ar | wcos(kx—wt)Z(0)

=-—wcos(kx—wt) A0
B tanh(kH)

Avecnn = Acos(kx —wt), on obtient

Aw

Acos(kx—wt) = icos(kx—wt)m'

En simplifiant par Acos(kx—wt) on en déduit la relation
de dispersion

w? = gktanh(kH) .

11. Lavitesse de phase est donnée par

b = w _ gtanh(kH) _ gtanh(kH)
k w V/gktanh(kH)
soit
5 gtanh(kH)
Vp = VT .
Eau peu profonde

Si H« A, comme k=2n/A,0nakH < 1. On peut alors
linéariser
tanh(kH) =~ kH
d’ou
vo=+/8&H |

Lavitesse de phase ne dépend pas de w : la propagation
n’est pas dispersive en eau peu profonde.

Eau profonde

Si H> A,ona kH > 1. On peut alors linéariser

tanh(kH) =~ 1

Vp = .
VK

La vitesse de phase dépend de k, donc de w (via la re-

lation de dispersion) : la propagation est dispersive en

eau profonde.

12. Différencions la relation de dispersion :
2wdw = gtanh(kH)dk + gkd[tanh(k H)].
Comme
ditanh(kH)] = H (1 - tanh®(kH)) dk
on obtient
2wdw = g [tanh(kH) + kH (1 - tanh?(kH))] dk.
On en déduit la vitesse de groupe

do g

-~ _ 95 _ 2
Vg= = o [tanh(kH) + kH (1 - tanh”(kH))] .
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D’apres larelation de dispersion établie a la question 10,

ona
2

tanh(kH) = <= |
gk

d’our

2 4
g [w )
=2 |2 4 kH|1- ——
'8 2w[ngr ( gzkz)]

) gk wz)]
=— |1+kH|>=-—
2k (w2 gk
Y+ ch(t h(kH) )]
2k tanh(kH)
W L+ (sinh(kH) cosh(kH))]
T2k cosh(kH) sinh(kH)
.12 _ 2
_ o [1+kHsmh (kH) (fosh (kH)
2k cosh(kH)sinh(kH)
Vg 2 ]
- sinh(kH) |
On a donc
v _ L 1+ nkH avec n=2
8 n sinh(2k H) —
On forme le rapport
vg 1 kH

—_— =t —
Vo 2 sinh2(kH)

Dansle cas kH «< 1,on asinh(2kH) =~ 2kH, et

1% 1 1
g 1.1
Vg 2 2
soit
Vg=UVp=+\/8H |

Dansle cas kH > 1,on asinh(2kH)/ggkH, d’ou

Vg 1
v¢~2
soit
Vp 1 /g
Vg = — = —1/ =
8§72 T2Vk
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La relation de dispersion donne
w? = kgtanh(kH) = kg,

d’ou

13. Lavague résultante s’écrit
n(x,t) =n1+n2 = Alcos(k1x — w1 t) + cos(kyx —w> 1)]

soit

5852
(o383

n(x,t) =2Acos

X COS

En supposant k; > k; et w; > w1, on pose

k1 —k k1 + k
k=———" et kK=—"1=
2 2
ainsi que
w1 — W2 ,; W1t
= et =
2 2
On a alors

n(x, 1) =2Acos(kx—wt)cos(k'x—w't) .

On représente I’évolution spatiale de 'onde a un instant
tp donné :

n(x, fy) &/
h
hl AAJAA Loallll
M| Y /v "VN
A
4/4



