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Le champ magnétostatique

2 — Cable coaxial

1. Les symétries et invariances sont les mémes que
pour le céble infini vu en cours. Les reprendre, on ar-
rive a

B(M)=B(r)%y.

2. On choisit comme contour I' le cercle d’axe Oz, de
rayon r orienté selon €. On a alors

yﬁ B(M)-dly =27rB(r).
Merll
Il faut distinguer 4 cas pour le calcul de Iepacé.

Tlercas:0<r<Ry

. . IS 2
On a Ieplace = wr?j avec I = jrR?, d’ott Tepjacs = I
1

2ecas: R <r<Ry

Ona Ienlacé =1.

3ecas: Ry <r<Rj

Ona Iepjace = I—j’n(rz—Rg), avec [ = jlﬂ(Rg’—Rg), d’ou

I -1 r2— R% R§ -r?
enlacé = 1 — 2 2 = 2 2"
R3—R; Ry -R;
4ecas:r > R3
Ona lenlacé=+I—1=0.
Le théoreme d’Ampere donne
2nrB(r) = tolenlacé»
soit
Zi"}gzr pour0<r <Rl
I
_ gj‘;r pour Ry <r<R;
B(r}= ol RB-RS
mw pour Ry <r <R3
0 pour r > R3
B(r)
Mol
27[R1
Hol
ZﬂRg .
Ry R, R3 r

3 — Cylindre avec cavité

1. On se place en coordonnées cylindriques d’axe Oz.

La distribution de courant étant a symétrie cylindrique,

le champ magnétostatique est de la forme
B(M)=B(r)3y.

On choisit comme contour d’Ampére le cercle d’axe
Oz, de rayon r, orienté selon ?9.

On a d'une part

B(M)-dly = 217 B(r)

f —
MeTl

et d’autre part Iopjace = 772 j, d'oll

HojT -
€g.
2 0

B(M) =

——>
OnaOM=r¢é,+zé,et] =jé, dou
—_—>
TAOM=jre,ne,=jreg.

Le champ magnétostatique dans le cylindre s’écrit
alors

B = @TAOM

2. Soient un cylindre d’axe O,z de rayon a parcouru
— — . . ’

par j = j e, uniforme, et un cylindre d’axe O,z par-

couru par — J = —j €, uniforme. La superposition de

ces deux distributions donne le cylindre avec la cavité

cylindrique.

Le premier cylindre crée le champ

D’apres le théoreme de superposition, le champ créé
par la distribution totale est

§(M) BI(M)+BZ(M) g A(O1M -0, M)
soit
s ——
B(M) 5 JAO10; .

Le champ magnétique est uniforme dans la cavité.
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4 — Flux a travers un cadre

En coordonnées cylindriques, d’axe Oz confondu avec
le fil, le champ magnétique s’établit avec le théoreme
d’Ampere (c’est du cours!) et on trouve

I_,
B(M)—“iea

Orientons le cadre comme indiqué sur la figure :

z dr
>

Le flux a travers le cadre est donné par

:ff§~d§.
>

N
Avec 'orientation choisie, on adS = dSéy, d'ou

:ffB(r)dS.
b3

On choisit de découper en bandes dS = adr, d’out

b+a b+a
Id
q):/ B(r)adr:/ L
b b

2 1 21 b

Le flux vaut

D= I;jtlal ( %)

5 — Solénoide épais
1. Leseffets de bord sont négligés. On est donc dans le

cas d'une distribution de courant qui a les mémes in-
variances et symétries que le solénoide infini :

— invariances par translation selon Oz et rotation au-
tour de Oz, donc les composantes de B ne dé-
pendent que der;

— le plan (M; e,, 69) estun plan de symétrie des cou-
rants, donc B estselon @ 2

Onadonc B = B(r) €.

On peut décomposer la distribution de courants en

tubes de rayon r, d’épaisseur dr identiques a des so-

lénoides. Le champ étant nul a I'extérieur de chacun

de ces solénoide (propriété admise), le champ total a

I'extérieur du cylindre est nul :

—

-
B=0 pourr>Ry.

On choisit comme contour I" un rectangle de longueur
h selon Oz, un coté étant a la distance r € [0,R>] de
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'axe et orienté selon €, 'autre a l'extérieur du cy-
lindre de rayon R, (se reporter au cours sur le solé-
noide). On a alors

55 B(M)-dly = hB(r).
Mel

Sir <Ry, ona lenace = joh(R2 — Ry).
Sia<r < Ry,ona leyacs = jo(Ro—7).

On en déduit par application du théoréme d’Ampeére

Hojoh(R2 —Ry) pourr <Ry
hB(r) = ]
tojoh(Ra—1) pourR <r<R,
d’ou
Mo jo(Ry—R))€, pourr <R
B =S ppjo(Ro—r)€é, pourR <r<R;
0 pour r > R,

Le champ est uniforme dans la partie centrale de rayon
Ry, puis décroit de facon affine dans la zone R; < Ry
jusqu’a s’annuler pour r > R».

2. La puissance volumique dissipée dans le matériau
est

\S)

gl
Y

Elle est uniforme car jj est uniforme; dans tout le vo-

lume, la puissance dissipée vaut donc

py=7-E

Jo

Py=n(R:-RL .

3. Le champ surI’axe vaut

By = pojo(R2 — Ry).

On adonc
_nBy Ry-Rf _ By  (Ry—R)(Ry+Ry)
Y R-R)E Ty (R, — Ry)?
soit
j)] _ B_(z) LR2+R1
yuy Re-R
4. Posons
R
xX=—.
R,
On peut alors écrire
B2 1+x 2
Py=—al— = —5aLf(x)
YHo -X 0
avec 14
b
f(x) = IT
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Ona
1 1+x 2 2

1—xJr (1-x)2 T1-x
La puissance est donc fonction croissante de x.
Comme x varie entre 0 et 1, la puissance dissipée est
minimale pour x = 0, c’est-a-dire pour | R; =0 .

>0.

flx)=

Elle vaut alors
2

0
?I,min = —27TL .
0

5. On calcule

P (1,32
o .
Jmin = e 107 (410-7)2

soit
Py min =56 KW |.

La puissance d’'un radiateur électrique est de I'ordre
de 2 kW. On obtient une puissance dissipée nettement
plus importante (prés de 30 fois plus).

7 — Nappe de courant

Z

7\
\\ 2

—e/2 X el2 y

1. Laforme générale du champ est
B(M) = By(x,y,2) €y + By(x,7,2) € + B;(x,,2) €;.

La distribution étant invariante par translation selon x
etz,ona

B(M) = Bx(y) €x + By(y) €y + B,()) €;.
Le plan (M; €, €;) étant un plan de symétrie de la dis-
tribution de courant, ona B, =0 et B, =0, d’ou

B(M)=B()) @y .

La plan y = 0 est un plan de symétrie de la distribu-
tion de courant. Le champ se réduit a sa composante
parallele a ce plan. Etant donné deux points M et M’
symétriques par rapport a ce plan, on a donc

B(M')=-BM)

soit
B(-y)=-B(y) .

La composante B(y) est une fonction impaire de y.
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2. Compte tenu de la parité de B(z), on meéne 1'étude
pour y > 0.
Orientons différemment la figure :

Asg X Ay
h ® ¢+ M
J
Ay & A
—el/2 z el2 y

Prenons comme contour I' le rectangle orienté comme
indiqué sur le schéma, compris en —y et y.
Ona

- — A, A, A, A,
¢B~d€=/B~d€+/ B‘d[+/B-d€+/ B-d
T A] A2 A3 A4

Sur A, As et AyA  ona B -df =0.
On adonc

%E-d? = B(2)-A1As+ B(=2)- A3 As = 2B(2) h.
T
1ercas: y > e/2.
On a Iepjacs = —jhe, d ol
2B(z)h=—ppjhe

et

Bla) ===~

2tcas: 0 y<el2
On a lepjace = —jh2z,d’ou

2B(z)h=-2uyjhy

et

B(z)=—-pojy-
On étend l'expression obtenue de fagon a avoir une
fonction impaire de z, soit

—upjel2é; poury>e/2

B(M)={ —pojye: pour—e/l2<y<el2
Wojel2€,  poury<—el2

3. Graphe de la composante B(y) :

B(y)
Mojel2

el2
—e/2 y

—Hojel2
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4. Dans le cas limite ot e — 0, en maintenant je in-
changé, on observe une discontinuité du champ ma-
gnétique :

B(y)

Mojel2

—Hojel2

Cette situation correspond a une distribution surfa-
cique de courant.

9 — Trois fils

Les lignes de champ s’enroulent autour des fils.

Les trois fils rectilignes, paralleles a ’axe Oz, coupent
le plan z = 0 aux points K(x = —1,y = 0) (intensité I),
L(x =1,y =0) (intensité I) et M(x =0,y = 1) (intensité
L3).

Le point A, intersection de deux lignes de champ, est
un point de champ nul.

En tout point du plan x = 0, le champ est normal a ce
plan, qui est donc un plan de symétrie de la distribu-
tion de courant. On a donc I = I,.

Compte tenu de I'orientation des lignes de champ, on
al; >0, 12>0et13<0.

A grande distance, les lignes de champ entourent les
trois fils. Ecrivons le théoréme d’Ampere en choisissant
une telle ligne de champ comme contour I":

yﬁﬁ(M) -dl = polentace = po (I + 2 +13) >0
r

compte tenu de l'orientation de ces lignes de champ.
Comme I; = I, onadonc —I3 < 21;.

» La figure a été obtenue par calcul numérique, en
prenant I = I, = 1 et I3 = —1,5 en unités arbitraires.

Considérons le tube de champ formé par les deux
lignes de champ passant de part et d’autre du point P.

Sa largeur, et donc sa section X — la figure est inva-
riante par translation selon Oz — est deux fois plus pe-
tite au point Q.

Le champ _B) étant a flux conservatif, on a

B(P)-Zp=B(Q)-Zq

soit, avec Xp=2Xq, | B(Q)=0,4T .

10 — Solénoide épais

1. Les symétries et les invariances sont les mémes que
pour le solénoide étudié en cours; on a donc

B=B(7%,
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en coordonnées cylindriques s’axe Oz.

2. On admet que le champ magnétique est nul a I'ex-
térieur du solénoide (résultat de cours).

On choisit le méme contour I' rectangulaire qu'en
cours, de longueur h arbitraire, I'un des cotés paral-
leles a Oz étant a la distance z de ’axe, orienté selon
¢,, l'autre a 'extérieur du solénoide. On a alors

/ﬁ-d?: hB(r).
r
1¢r cas : r < R;. Le rectangle entoure nh x m(R, — Ry)
spires, d’ ol

Ienlace = mn(R, —Ry)h.
Le théoreme d’Ampere s’écrit

hB(r) =pomn(Ry—Ry)h
d’ou

B(r) =pomn(Ry — Ry).

2¢cas: R) <r < Ry. Lerectangle entoure nhx m(R,—r)
spires, d’oll
Ienlace = mn(Ro —1)h.

Le théoreme d’Ampere s’écrit

hB(r)=pomn(Ry—1)h

B(r)=pomn(Ry—r).

womn(R, —Ry) €, pourr<R;
B ={ pomn(R, - 1)@,

—

0 pour r > R

pour Ry <r < Ry

13 — Champ magnétique au voisinage de
I'axe d’une spire

1. Placons-nous en coordonnées cylindriques d’axe
Oz confondu avec 'axe de la spire.

Le champ magnétique s’écrit a priori en tout point M
del’espace:

B(M) = B,(r,0,2) T, + By(r,0,2) Ty + B,(1,0, 2) T,

La distribution étant invariante par rotation autour de
Oz, les composantes du champ ne dépendent pasde 0 :

B(M) =B, (r,2) U, +Bg(r,2) g + B.(r, 2 U,

Pour un point M sur I'axe, tous les plans contenant
I'axe Oz sont des plans d’anti-symétrie de la distribu-
tion de courant; le champ est donc contenu dans I'in-
tersection de ces plans (il appartient a chacun de ces
plans), qui est I'axe Oz.
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On a donc en tout point M de 'axe de la spire
EWM) =Bo@ Uz .

Considérons deux points M(z) et M'(—z). Ces points
sont symétriques par rapport au plan de la spire z = 0,
qui est un plan de symétrie des courants.

La champ B se réduit a sa composante normale a ce
plan. Les régles de transformation du champ magné-
tique, vecteur axial, s’écrivent

— ’ —
B(M") = B (M)
soit ici
B(—2z)=B(2) |.
La composante du champ sur I'axe est fonction paire

de z.

2. Lors de la question précédente, nous avons montré
qu’en tout point de ’espace, le champ est de la forme

B(M) = B, (r,2) Ty + Bg(,2) Tp + B. (1, 2) U

3. Considérons un cylindre élémentaire d’axe Oz, de
rayon r < R et de longueur dz. Le flux d® du champ
magnétique est nul a travers la surface fermée X déli-
mitant ce cylindre.

On calcule ce flux en considérant le champ magnétique
comme uniforme sur une section du cylindre (r < R),
et en considérant sa norme comme constante sur la
surface latérale du cylindre !, égale 4 1a valeur By(z) sur
l'axe:

d® = By(r, z+dz)nr® — Bo(r, 2)nr? + 2nrdzB,(r,2) = 0

soit : dB
b dzar® +2nr dzB;(r,z2) =0
dz
Onadonc:
B.(r Z)__EdBo(Z)
T 2 dz

4. Représentons le contour élémentaire considéré :

dr

r H

z z+dz z

-
D’apres le théoreme d’Ampeére, la circulation de B le
long de ce contour est nul car il n'y a aucun courant
enlacé.

En décomposant sur les quatre c6tés, on obtient

B,(r,z)dz+ B, (r,z+dz)dr — B;(r +dr,z)dz
—B;(r,2)dz=0

soit
(B;(r+dr,z) — B;(r,2))dz = (B (r,z2+dz) — B, (1, 2)) dr.

En linéarisant on obtient

dB, 0B,
drdz= drd
P rdz iz rdz
soit
dB, 0B,
dr 0z’

» L'énoncé demandait cette méthode, mais on pou-
vait obtenir directement cette relation en écrivant

— > —
querot B=0...

En utilisant I'expression de B, (r, z) obtenue a la ques-
tion précédente, on a

dB, _ rd*By(2)

dr 2 dz?
Intégrons par rapportar:
2 42
r< d°By(z)
B.(r,2) = "1 d2 +C(2)

ol la « constante » d’intégration est constante vis-a-vis
de r, et donc est a priori une fonction de z.

Enr=0,ona
B;(0,z) = By(2) = C(2).
On en déduit

B(rz)—B(Z)_r_zw
#he =0 4 dz*z

1. A travers la surface latérale, c’est la composante B, du champ, normale a cette surface, qui est 42 prendre en compte pour le calcul
du flux, tandis qu’a travers les deux surfaces en z et z + dz, c’est la composante B, normale a ces surfaces, qui est a prendre en compte

pour le calcul du flux.
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