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TD d’électromagnétisme no 5 Solution

3—  Émission isotrope de charges
1. Les charges à l’instant t = 0 et à la vitesse v0 ont
parcouru la distance v0t à l’instant t . Il n’y a donc
pas de charges présentes en r > v0t .

Pour r < v0t , nous cherchons le nombre d’élec-
trons dans la coquille sphérique [r,r +dr ]. Il s’agit
d’un nombre d’électrons émis pendant la durée

dt = dr

v0
, soit

δN =α,dt = α

v0
dr .

La charge correspondante est donc

δQ =−eδN =−αe
dr

v0
.

On en déduit la densité volumique de charge avec

δQ = ρ(r )ddτ avec dτ= 4πr 2 dr

d’où
ρ(r ) =− αe

4πv0r 2
.

On a donc

ρ(r ) =
0 pour r > v0t

− αe

4πv0r 2
pour r < v0t

La vitesse des électrons étant #»v = v0
#»e r , le vecteur

densité de courant est donné par

#»ȷ = ρv0
#»e r

soit

#»ȷ =


#»
0 pour r > v0t

− αv0e

4πv0r 2
#»e r pour r < v0t

2. À l’instant t , la bille a émis N = αt électrons,
soit une charge une charge Qe =−αet .

La bille étant initialement neutre, elle a alors une
charge q(t ) =−Q =αet .

L’émission étant isotrope, les plans (M ; #»e r , #»e θ)
et (M ; #»e r , #»eφ) sont des plans de symétries, donc
#»
E (M) = E(M) #»e r .

Les invariances par rotations d’angle θ et φ per-
mettent de conclure que

#»
E (M) = E(r ) #»e r .

Nous allons appliquer le théorème de Gauss en
prenant comme surface fermée Σ une sphère de
rayon r .

Nous avons d’une partÓ
Σ

#»
E (M) ·d

#»
SM = 4πr 2E(r ) .

Pour r > v0t , toutes les charges émises ainsi que
la charge de la bille sont à l’intérieur de Σ. La bille
étant initialement neutre, on a donc Qint = 0, d’où
E(r ) = 0.

Pour r < v0t , on a

Qint = q(t )+
ˆ

0
prρ(r ′)4πr ′2 dr ′ =αe(t )−αe

v0

ˆ r

0
dr ′

soit

Qint =αe

(
t − r

v0

)
.

On en déduit par application du théorème de
Gauss

#»
E (M , t ) =


#»
0 pour r > v0t
αe

4πε0r 2

(
t − r

v0

)
#»e r pour r < v0t

On a d’une part pour un champ de la forme
#»
E (M , t ) = E(r, t ) #»e r

#  »
rot

#»
E = #»

0 .

D’après l’équation de Maxwell-Faraday, on en dé-
duit

∂
#»
B

∂t
= #»

0 .

Le champ magnétique est donc constant.

On a
∂

#»
E

∂t
= αe

4πε0r 2
#»e r

d’où
#»ȷ +ε

∂
#»
E

∂t
= #»

0 .

D’après l’équation de Maxwell-Ampère, on a donc
#  »
rot

#»
B = #»

0 .

Ces résultats sont compatibles avec
#»
B = #»

0 .

ä On peut déterminer directement par symétries
que

#»
B = #»

0 (fait en classe).
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3. Le bilan local d’énergie électromagnétique
s’écrit

∂uem

∂t
=−div

#»
Π− #»ȷ · #»

E

avec

uem = ε0
#»
E 2

2
+

#»
B 2

2µ0
avec

#»
Π =

#»
E ∧ #»

B

µ0
.

Comme
#»
B = #»

0 , on a
#»
Π = #»

0 : aucune énergie n’est
rayonnée.

Pour r < v0t (ailleurs, tout est nul), on a

uem = ε0E(r, t )2

2

d’où

∂uem

∂t
= ε0E(r, t )

∂E

∂t
= ε0

αe

4πε0r 2

(
t − r

v0

)
αe

4πε0r 2
.

On vérifie que
∂ue

∂t
=−j · #»

E .

4—  Décharge d’un condensateur
Les armatures d’un condensateur plan sont deux
disques de rayon a, distants de h, d’axe Oz. On
néglige les effets de bord et on suppose le ré-
gime lentement variable. On admet que le champ
électrique dans tout le condensateur est uniforme
mais non permanent :

#»
E = E(t ) #»e z .

On étudie la décharge du condensateur :

E(t ) = E0 e−
t
τ .

1. Le plan (M ; #»e r , #»e z) étant plan de symétrie de
la distribution de charges variables sources du
champ électromagnétique, le champ

#»
B est nor-

mal à ce plan, donc selon #»e θ. L’invariance par
rotation autour de Oz permet de conclure que

#»
B (M , t ) = B(r, z, t ) #»e θ .

La densité volume de courant étant nulle entre les
armatures, la relation de Maxwell-Ampère s’écrit

#  »
rot

#»
B =µ0ε0

∂
#»
E

∂t
.

ä Le condensateur est un système électrique ;
nous ne pouvons lui appliquer l’ARQS à do-
minante magnétique.

La forme intégrale de cette équation est
˛

M∈Γ
#»
B (M , t ) ·d

#»

ℓM =µ0ε0

Ï
P∈Σ

∂
#»
E (P, t )

∂t
·d

#»
SP

On choisit comme contour Γ un cercle d’axe Oz,
de rayon r , orienté selon #»e θ.

On a d’une part˛
M∈Γ

#»
B (M , t ) ·d

#»

ℓM = 2πr B(r, z, t ) .

D’autre part, à l’intérieur du condensateur,Ï
P∈Σ

∂
#»
E (P, t )

∂t
·d

#»
SP =πr 2 dE(t )

dt
=−πr 2

τ
E0 e−t/τ .

On a donc

2πr B(r, z, t ) =−ε0µ0
πr 2

τ
E0 e−t/τ

d’où dans le condensateur, comme ε0µ0c2 = 1,

#»
B (M , t ) =− E0

2c2τ
r e−t/τ #»e θ .

2. La densité volumique d’énergie électrique em-
magasinée par le condensateur est

we =
ε0E 2

0

2
e−2t/τ .

L’énergie électrique totale vaut donc

We =
ε0E 2

0

2
πa2h e−2t/τ .

La densité volumique d’énergie magnétique em-
magasinée par le condensateur est

wm = E 2
0

8µ0c4τ2
r 2 e−2t/τ = ε0E 2

0

8c2τ2
r 2 e−2t/τ .

L’énergie magnétique portée par un tube de rayon
r , d’épaisseur dr et de hauteur h est

dWm = 2πr hwm dr = ε0E 2
0

4c2τ2
πhr 3 e−2t/τ dr .

L’énergie magnétique totale vaut alors

Wm = ε0E 2
0

4c2τ2
πh e−2t/τ

ˆ a

0
r 3 dr

soit

Wm = ε0E 2
0

16c2τ2
πa4h e−2t/τ .

Leur rapport vaut

We

Wm
= 8c2τ2

a2
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soit
We

Wm
= 8

(
λ

a

)2

.

Si a ≪λ (cadre de l’ARQS : on néglige tout phéno-
mène de propagation), on a We ≫ Wm : l’énergie
est essentiellement sous forme électrique.
Le condensateur peut donc être considéré comme
un système purement électrique : cela explique
que l’on ne peut l’étudier dans le cadre de l’ARQS
à dominante magnétique, par exemple en ap-
pliquant la relation de Maxwell-Ampère sans le
terme de courant de déplacement (qui nous a
été indispensable pour calculer le champ magné-
tique !).

3. Le vecteur de Poynting dans le condensateur
s’écrit

#»
Π(M , t ) =

#»
E ∧ #»

B

µ0
=− E 2

0

2µ0c2τ
r e−2t/τ #»e z ∧ #»e θ

soit

#»
Π(M , t ) = ε0E 2

0

2τ
r e−2t/τ #»e r .

Le vecteur de Poynting est radial, dirigé par l’ex-
térieur. La puissance rayonnée à travers la surface
latérale S = 2πaℓ du condensateur vaut

Pray =
ε0E 2

0

τ
πa2ℓe−2t/τ .

L’énergie totale rayonnée vaut alors

Eray =
ˆ ∞

0
Pray(t )dt =−ε0E 2

0

2
πa2ℓ

[
e−2t/τ]∞

0

soit

Eray =
ε0E 2

0

2
πa2ℓ .

L’énergie électrique emmagasinée par le conden-
sateur vaut

Ee = ε0E 2(t )

2
πa2ℓ= ε0E 2

0

2
πa2ℓe−2t/τ .

Pendant toute la durée du transitoire, elle varie de

∆Ee =Er(∞)−Ee(0) =−ε0E 2
0

2
πa2ℓ .

Le bilan d’énergie s’écrit alors

∆Ee =−Eray .

Lors de la décharge du condensateur, l’énergie
électrique perdue l’est par rayonnement à travers
sa surface latérale.
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