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Jean

Perrin E. SAUDRAIS

1r¢ année & systémes linéaires — solution

s Généralités evmomome

1 — Adaptation d'impédance

1. La tension aux bornes de R est U = E. la
r
2
puissance recue par ce résistor est P = —, soit
R
P(R)= ——E*
(R+71)?

2. OnaP(0)=0et }%im P(R) = 0. Onw va rechercher le
— 00

maximum en résolvant P’'(R) = 0. On calcule

1 2R
(R+71)2 (R+71)3

2 T'—R ,
" R+r

P'(R) =

Onadonc P'(R) =pourR=r.
La puissance dissipée dans la résistance est maximale
E2

quand |R=r1 ,etvaut | Ppax = P
-

» On dit alors que I'on a réalisé une adaptation d’im-
pédance, et que la résistance R est adaptée au gé-
nérateur.

P(R)

Pmax

0 r R

Le générateur fournit alors (si R = r) la puissance

Pg=Ei=Ex =

R+r
La moitié de la puissance fournie par le générateur est
transmise a la résistance R, I'autre moitié est dissipée
dans la résistance interne r du générateur.

2 — Maesurer une tension et une intensité
simultanément

1. Longue dérivation : 'ampéremetre mesure l'inten-
sité traversant R, tandis que le voltmeétre mesure
la tension totale aux bornes de R en série avec le
voltmere.

Courte dérivation : le voltmeétre mesure la tension aux
bornes de R, tandis que 'amperemetre mesure le
courant total traversant R et 'ampéremetre.

Le montage longue dérivation permet une mesure
exacte du courant traversant R.

Le montage courte dérivation permet une mesure
exacte de la tension aux bornes de R.

2. Le montage longue dérivation donne
U=(R,+R)I.

La résistance mesurée est donc
Rip=R+R,4 .

Lerreur systématique est alors

Ry
&ID=— |
LD = 5

Pour R=100Q,0onaéep=0,1=10%.
Pour R=100kQ, onaerp =0,1x1073=0,01 %.
La méthode longue dérivation semble plus adaptée ala
mesure de « fortes » résistances.
3. Le montage courte dérivation donne
,_ RRy
R+R,

La résistance mesurée est donc

no_ KR
PTR+R,
Ona
.R2
R—Rcp =
PTR+R,
et 'erreur systématique est
R
£cp = .
®TR+R,

Pour R=100Q, onaerp =104 =0,01 %.

Pour R=100kQ, onaerp=9,0x1072=9,0 %.

La méthode courte dérivation semble plus adaptée ala
mesure de « faibles » résistances.

4. On souhaite epy, < ecp, soit

R, R
— < .
R R+R,

On veut que R vérifie 'inégalité
R?>—RR,—R,R,>0.

Posons
f(R)=R?-RR,— RaR,.
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Le discriminant de I'’équation du second degré f(R) =0
est

A =Ry (R, +4Ry) =~ AR, R,

comme R, < Ry.

Les racines sont donc

_ Ra+2VR.R,
- > ,

R

Avec R, < Ry, la seule racine positive est

R
Ry = ?‘"‘ +VRaRy =~ \/RaRy

comme R, < Ry.
La condition f(R) > 0 est donc vérifiée pour R > R;.

La méthode longue dérivation conduit a une erreur
systématique moindre que celle de la méthode courte

dérivation pour | R > v/RaRy |, soit  R>3,2kQ .

3 — Valeur efficace

1. Résultat déja montré pour la sinusoide : Ugss = E,
soit Uepgr = 2,1 V.

Pour le signal créneau, on a u?(t) = E, donc U = E =
3V.

2. Soit u(#) = Esin(wt). Le signal redressé est

|u(t)]

H
glx

2n
w
On calcule la moyenne sur une alternance :

T (e w [ Ecos(wt) ™
(Iu(t)l):—/ Esin(wt)dt = — —]
w Jo T w 0

. 2E
soit {{u(p)|)y = —.
T

O U = K i E — KZE d’ N
n veut eff — (Iu(t”), Sol1t E = = oll
K= T

2v2 |

3. Dans le cas d’'un signal créneau, on a |u(t)| = E. Le
voltmetre non TRMS retourne alors la valeur

Ueir = K{|lul) =KE=1,1E.

La valeur efficace réelle étant E, on a une erreur d’en-
viron 10 %, ce qui n’est pas négligeable.
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4 — Résistance itérative
1. Larésistance équivalente vue des bornes A et B est

(R+R1)R,

Rap =Ry + ———172
AB = I R YR+ Ry

Par définition, on a R4 = Ry quand R = Ry, soit

(Ro + R1)Ry

Ry=Rj+ —.
Ry+Ri+R

On a alors
Ro(Ro+ R1+Rz) = Ri(Ro+ R1 + Ro) + (Ro+ R1) R
d’ol apres simplification
R;=R:+RiRy+RiR,.

On adonc
Ro=+vVRi(R1+2R5) ..

2. Raisonnons par récurrence :

A Ax

«—

cellule 2 cellule 1

B; B

|
Ry
1
Vues des bornes A; et By, la premiere cellule branchée
sur Ry est équivalente a Ry; le schéma se raméne donc

|
Ry
B, 1

a
cellule 2

En suivant le méme raisonnant, la deuxiéme cellule
branchée sur Ry est équivalente a Ry.

De proche en proche, on montre que 'ensemble des
cellules en cascade, branché sur Ry, est équivalent a la
résistance Ry.

3. Considérons la cellule n branchée sur la résistance
R;,—1 (équivalente aux autres cellules branchées sur R).

1 +—T—1__F

Ap Ry Ry

-l

.

By,

Vu des bornes A, et B, on a

R, =R+ (Rp-1+R1)R .
R, 1+R1+Ry
4. Si n > 1, on peut considérer qu’ajouter une cellule
ne modifie pas le dispositif. On peut donc considérer
que

Ry-1=R,=Rs.
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La relation précédente devient alors

(Roo + R1)R;

Ry=Ry+—2" 172
o T R +R + Ry

On retrouve 1'équation de la question 1, qui admet Ry
pour solution.
La résistance vue de 'entrée d'une chaine infini est

donc
R =Ry=+VRi(R1+2R)) |.

5 — Conditionnement d’un signal

1. Pont diviseur de tension :

R(0)
Rl + R(G)

_ Ry[1+a®-06y)]
" Ry+Ry[l+a@-06p)]

Up(6) =

2. Pont de Wheatstone :

Ry R(©)
| | ] SR
Uw U
Ry R
| S | I |
U,
/R
_/
E

La tension E se retrouve aux bornes de R; et R(6) en
série; on a donc un pont diviseur de tension :

R(0)

U=—2_
"R+ RO)

De méme avec les deux autres résistances R; en série
ona

R; E
U, = =—.
Ri+R; 2
On en déduit
Uy =U;-U, = R© 1]
R Y
soit
R(O) - R,
W=
2[Ry + R(0)]

On a Uw(6y) = 0 pour R; = R(6).

Exprimer la tension Uw. Pour quelle valeur de R; a-t-

on Uy (6g) =07

3. En indiquant les températures en degrés Celsius,

ona

1+af  11+ab
9 a

2+ab 2 1+ 59

1 1
Up0) = E= 5(1+a8)(1—5a6)E,

soit au premier ordre
1 a
Upy0)=-(1-—-6)E.
p(0) 2( 2)
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Numériquement Up(@) = 5 x (1 -2x10736). On a
Up(0°C)=5,00Vet Up(1°C)=4,99 V.

a
On a Uyw(0) =~ EHE =0,0260. 0On a Uy(0°C) = 0,0V et
Uw(1°C)=0,02 V.
Avec le montage potentiométrique, on doit mesurer
une variation de tension de moins de 1 %, tandis que la
tension mesurée avec le pont de Wheatstone est direc-
tement proportionnelle a la température qui peut étre
déterminée plus précisément.

1

Si E varie faiblement, on a UI’)(O °C) = E(E +0E) =
5,05V, et Uy, (0°C) = 0. On ne peut faire la différence
entre une fluctuation de la source et une faible va-

riation de température avec le montage potentiomé-
trique, ce qui n'est pas le cas du pont de Wheatstone.

6 — Gradateur

1. Valeur moyenne :

1 T
Vinoy = (v(1) = —/ v(r)de .
T 0

Valeur efficace :

T
Vet = V(v2(2) =\/%/ v2(nde .
0

Signal sinusoidal

On prend v(t) = Asin(2r f¢).

Valeur moyenne :

T

cos(2n ft)

)

A [T
Vinoy = ?/ sin@r fr)dt=—
0 0

R
2nfT
s0it Vinoy = 0.

Valeur efficace :

A2 T
V== / sin®(2n f1)dt
T Jo

A2 T A2
= — [1-cos@2x2xft)dt=—,
2T Jo 2

d'oit
Vit = = ~ 0,707A
ff = ——=~V, .
T V2

Signal sinusoidal redressé
Valeur moyenne :

A [T 1 A Tt
Vinoy = = sin|—|dt=—— cos|—
T Jo T b4 T

A 2A
=——[cost—-1]=—.
b2 /2

T

0

Ona

2
Vinoy=~A=0,6374 .

La valeur efficace est inchangée par rapport au signal
sinusoidal, car une sinusoide et sa valeur absolue ont
le méme carré.
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2. Ona
1 nlw 2nlw

Vi==— / Azsinz(wt)dt+/ A%sin(wr)de| .
T alw (m+a)/w

Les deux alternances étant opposées, I'aire sous leur

carré est identique; on peut donc se ramener a

1 wlw
Vesz:? / 2A%sin®(wp) dt
alw
2 wlw A2
=— —[1-cosQwt)]dt
T alw 2
2[A%n-a 121 . .
=—|———-——(sin2x —sin2a)
T|2 w 2 2w
A2 sin2a A2 a sin2a
=— |n-«a =—|1——
T 2 2 T 27
On adonc
Vie = A . a+sin2a
eff = V2 T 27

CPGE PSI 2026-2027

3. La puissance moyenne dissipée dans la résistance

2 V2
v
estP = %: %ff soit

A2 a sin2a a sin2a
Pla)=—|1——+ =Phax|1——+ .
T 27 T 27

Le terme sin(2a)/(27) s'annule pour a =0, a = /2 et
a = 7, et vaut au maximum 0,16. On peut donc ap-
proximer

P(a) szaX(l—%).

Ci-apres la comparaison entre la loi affine approchée
etlaloi P(a).

P(a)

Lycée Jean Perrin 4/34
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e Régimes transitoires eomomote

7 — Circuit du 1¢" ordre
Circuitat>0:

i1(0) r

ir(1)

] T

1. Le condensateur impose la continuité de la ten-
sion a ses bornes. On discute d’abord de cette gran-
deur, puis on en déduit les autres de proche en proche
en raisonnant sur le circuit.

i3()

u(t)

5l

— Le condensateur étant initialement déchargé, on a
1(07) = 0. La continuité ©(0") = u(07) de cette ten-
sion permet de conclure que ' u(07) =0 .

— La loi d’Ohm aux bornes de la résistance R s’écrit
u(t) = Rix(1); en particulier u(0%) = Ri»(0") =0
dotl | i,(07)=0 .

— Laloides nceuds i; () = i»(1) + i3(¢) écriteen t = 0%
donne i;(0%) = i3(0%). Il reste a écrire la loi des
mailles sur le circuit : E = ri;(t) + u(z), soit E =

E
ri1(0+) +0, d’ou i1(0+) = i3(0+) = ? .

2. En régime continu établi, le courant est nul dans le
condensateur: | i3(co) =0 .

La loi des nceuds donne alors ij(0co) = iz(00). De la loi
des mailles E = ri;(¢) + Ri»(t) on déduit aux temps

. . E
longs | i} (co) = iz(c0) = |

On a u(t) = Riy (), d’ott! | u(oo) =
r+R

3. Circuitat>0:

E—u(t)
i —

| I

i (1) i3(1)

(D RD —c |u
Relions chaque intensité a la tension u(#).
Ona:
. E-u() . u(t) . du(1)
ll(t)=f; lz(t)=T et i3(f)=C e

La loi des noeuds i; () = ix(t) + i3(t) s’écrit

E—u(t) u(p du(r)
= +C R
r R dr

d’out
C

du(t)+(1+ 1) " E

-+ —|ul®=—.

dz r R r

En mettant I'’équation sous former canonique, on ob-
tient

dut) uo) _ E
rC

dr T

rRC
r+R

avec |T=

» Prenons la bonne habitude de vérifier que 7 a bien
la dimension d'un temps : RC est homogeéne a un

temps, et le facteur est sans dimension. Le ré-

r+
sultat est dimensionnellement correct.
La solution générale de I'’équation homogeéne (c’est-a-
dire sans second membre) est

up(t) = Ae T,

On cherche une solution particuliere de 1'équation
compléte de la méme forme que le second membre;
ici ce dernier est constant, on cherche donc une solu-

tion up constante. Dans ce cas % = 0 et 'équation
différentielle s’écrit
r+R E
TRC™ T T
d’ou
_ R
" r+R
» On remarque que u, = u(oo) ce qui est attendu :
la solution de I'équation homogene décrit la partie
transitoire du régime, et sa propriété générale est
lim uy (¢) = 0; la solution particuliére représente le
régime établi, d’ot le résultat.

Up

La solution générale de I'équation complete est donc
u(t) = up + up, soit

u(t)=Ae """+ ——E
+R
On a établi par continuité u(0*) =0= A+ HLRE . Fina-
lement

u(t) = E(1-e ") .

r+R
Dans le cas ol R — oo (c’est-a-dire est remplacée par
un interrupteur ouvert), le circuit se ramene au clas-
sique circuit rC, de constante de temps 7 = rC. On vé-
rifie que 'on a bien
. TRC
lim =

=rC
R—oor+ R

De plus comme lim =1, on retrouve bien le ré-

R—oor+R
sultat classique u(#) = E(1 —e~*'7).

1. On peut écrire directement ce résultat en remarquant qu’en régime continu établi le condensateur se comporte comme interrup-
teur ouvert; le circuit se rameéne alors a un simple pont diviseur de tension, d’ot le résultat.

CPGE PSI 2026-2027
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8 — Réponse indicielle d’ot
1. casn°1 RCds LCdzs
Loi des mailles : A= dr " dr? ) |
(0 =stn+ L2 (1= Ri(n) =R
et=s C avec  St=Rilh= dt’ En régime harmonique, en notation complexe, la
dol structure en pont diviseur de tension conduit a
ol
ds 1
—+—-s(t)=0 avec 71 =RC. 1
dr 7 1 1
— jCw —
Solution générale s(t) = Ae~"'" pour ¢ > 0. ST R +jLw + %g 1+ RCjw+ LC(jw)zg'
w
Onas(0%) = E car uc(0) =,
s()=Ee 1T, On en déduit
S0 () = 56+ RCES 4 102
E B dt de?’
2.b) Les coefficients sont tous du méme signe : le sys-
téme est stable.
2.c) Evolution de s(t) pour les trois régimes.
g Régime apériodique :
cas n() 2 évolution de s(t)
Loi des mailles
d ds
e(t)=s(t)+ Ri(f) avec i(f)=—=C=
d dz i
d’otupourt>0
s+RCE _ s
dt
Solution générale Régime critique :
s()=E+Ae " avec s(0%)=0 Svolution de =0
soit
s =E(1-e” 7).
s(1)
E ...... P
IE o _
/I s
)
1/
e
VAR Régime pseudo-périodique :
O T t evolution de s(t)
2.a) Loi des mailles
e(t)—Ri(t)+Ldi+e(t) . A
B dt \/
avec “ d
q(t . q
s(t)=—— et 1(f)=—, °
(1) C (1 dr
CPGE PSI 2026-2027 Lycée Jean Perrin 6/34
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9 — Circuit RC a deux mailles

Circuitat>0:

R i i3(#)

e

i>(1)

(D ot

La loi des nceuds s’écrit
i1(0) =i2(8) +i3(1). (1)

La loi des mailles s’écrit

E=u(t)+ Ri; (7).

Ona
iz(l’)=C% et is(l')=M
dt R
d’ou
E—u(r) _ % N u(t)
R dt R’
soit
u(t)+1%:E avec T:R—C .
dr 2 2

La solution générale de I'équation homogeéne est

up(t) = Ae 7.

Une solution particuliere de I'’équation compleéte est

up = —;lasolution générale de I’équation compléte est
2
donc
_ E
u(t)=Ae "4+ =,
2
Pour t > 0, la tension u(#) se retrouve aux bornes du

condensateur. Cette derniére est continue et vaut E
pour ¢ < 0. On a donc

E
u(o+)=E=A+E

dou A=E/2et

u(t) = g(l +e 1)
s(1)
E&
E/2 .........................
0

CPGE PSI 2026-2027
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10 — Etude énergétique de la charge d’un
condensateur

1. Ona

. . du
E=Ri(t)+u(t) avec l(l’)=CE
d’ ol

du
T—+u(t)=E avec T17=RC.
dr

La solution est ici
u=E(1-e"""7).

L'énergie emmagasinée dans le condensateur a l'ins-
tant ¢ est

1
Eclt) = ECuz(t)
soit

1
Ecn) = 3CE*(1 —e~f7) .
En régime établi, elle vaut
1
ECo0 = 5CE2 .

2. La puissance fournie par le générateur a l'instant ¢
vaut
pg(t) = Ei(1)

avec d E E
u
i(=C—=C—eT==¢tT,
(z) dt T R
soit 5
E —tlT
t)=—e .
Pe(f) =4

L'énergie fournie jusqu’a l'instant ¢ vaut alors

! E* ! E% [ _ppt
_ / I _ —tT g _ _ -t'lT
Eg(D) —/0 p(thdt = " /0 e 't dt T [e ]0

soit
Eg()=CE*(1-e7"'7) .

» On peut se passer de l'intégrale en remarquant que

du

H=EC
Pe() dr

u(t)
8g(t)=/ CEdu = CEu(?)
0

et on retrouve le résultat précédent.

En régime établi, on a
E‘g,OO = CE2 .
Cette valeur est indépendante de R.
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3. Le rendement énergétique de la charge du conden-
sateur peut étre défini comme le rapport de I'énergie
emmagasinée dans le condensateur (énergie « utile »)
sur I'énergie fournie par le générateur (énergie « dé-
pensée »), soit
_ fgeo
7 ECKD.

On obtient |1 = % =50% |.

L'énergie « perdue » est dissipée par effet Joule dans le
condensateur (on pourrait le vérifier explicitement en
intégrant temporellement Ri%(f)de r=02t =00).

Il est remarquable que la moitié de I'énergie fournie
par le générateur soit dissipée dans la résistance, quelle
que soit la valeur de R.

11 — Pont de Wien

Les condensateur étant déchargés et les intensités
nulles, on ferme l'interrupteur K a ¢ = 0.

u'(1)

K, LI 0]

D

o i2(1) i3(1)

R —|7 C |u(®

1. Les tensions aux bornes des condensateurs sont
continues. Onadonc | u(0")=0 et | #/'(0*)=0].
La loi des mailles s'écrit E = u(t) + Ri; (£) + v/ (1), d’ol

E=0+Ri;(0Y)+0.

E
Onadonc i;(0")=—=|.
R
De u(t) = Ri»(t) on déduit | i»(07) =0 .
Enfin la loi des noeuds i1(f) = ix(f) + i3(f) donne
E
i3(0Y)=—|.
3(07) B
2. Enrégime continu établi, les condensateurs se com-
portent comme des interrupteurs ouverts. On a donc
i1(00) =0, |i3(c0) =0/ et | ix(c0) =0 .
De u(t) = Rix(t) on déduit | ©(oco) =0 .
La loi des mailles E = u(t) + Ri;(t) + u/(t) donne
u'(c0)=E .
3. Les intensités vérifient

du =D o =D
dr’ 27T R I T

avec E = u(t) + Riy (1) + u'(t) d’apres la loi des mailles.

is()=C

Comme /(1) est relié aux autres grandeurs par sa déri-
vée, dérivons cette loi des mailles :
du(t) diy (1)
dt dt

+R +

CPGE PSI 2026-2027
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Ona " q
. . . u u
ll(l‘)=lz(t)+13(t)=T+Ca

d’ou

du'(5)  u(®) N du(o)
dr RC  dt
et
du(t) du() d2u(t)
0= T + 4 +RC a2 +

On adonc
Pu) 3 dut) u(
— t—= + =0

dr? RC dt (RC)?

Ce circuit est donc du second ordre.

4. Nous pouvons écrire I'équation sous forme cano-
nique

dy(t) wodu(r) ,
— =0
dr2  Q dt wpulh)
avec
°~ VRC 3

Le discriminant de I’équation caractéristique

r '+ —r+ =0
RC  (RC)?

vaut
9 4 5

A= - = .
(RC)? (RC)? (RC)?
On a A>0:lerégime est apériodique amorti.

» Sion se souvient du cours, on sait que le régime est
apériodique amorti pour Q < 1/2, ce qui est le cas
ici.

Lanature durégime ne dépend pasde R et C: le facteur
de qualité vaut Q = 1/3 quelles que soient les valeurs
des composants.

5. Lesracines de I'équations caractéristiques sont

_ 3+V5
- 2RC
soient
3-v5 3+v5
r=- r2=-— .
2RC 2RC

La solution générale de I'équation différentielle est
u(t) = Ae"'+Be"".
Une premiere condition initiale est (0) =0, d’olt
A+B=0.

On a de plus

50 =c¥i-0=E
ST dr T U TR
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d’ou 1. La tension v(f) aux bornes du condensateur est
%(0) = Ary+Bry = i continue, donc | v(0) =
t
On a donc . Ona E = u(0) + v(0), d'ou u(O)(O—)
A(ri—r) = RC De v(0) = 0 on déduit i (0) = = =0.
d’'ott E De u(0) = E on déduit i,(0) = —
A= % =-B Par continuité du courant dans la bobine, i;,(0) =0
of La loi des nceuds ir(0) + ic(0) = ir(0) + i(0) conduit
d
donc a ic(0) = E/R. Comme ic = C—V, on obtient
u(r) = E ex 3_\/51‘ (3¢ 3+\/_ dv a
-5 9P\ 2re P\"Zrc ' —(t—O) .
RC
Avec les valeurs données, on a RC =1 ms. Ona E = u(t) + v(t), d’ol1 en dérivant (cil_ + ? =0;on
u(t) (V)
en déduit —(t =0)= .
" RC
2. Pour les 4 dipdles du circuit, on peut écrire
v() = Rip(t); ic(t)=C3L;
- R ’ C = dr ’
dir (1) .
t)=L ; t) = Rig(1).
u(t) 4 u(t) ir(1)
du dv
1 ) 3 ) 5 6 % t(mS)Onade plus E = u(t) + v(t), SOItE+E =0.

On dérive loi des noeuds ig(t) +ic () = ip (1) + lR(t) pour
» Les amateurs de mise en forme mathématique élé- [’écrire avec les tensions :

gante pourront s'amuser a simplifier 1'écriture de dir(  dic(n  dig(pn dil(0)

u(e): ar T dr dr T dr

soit

3 5 _3 _ 5
u(t) = % e(_zgc'*'gﬂi')t_e( 21§C zﬂsc)t] lg_*_ d2U ~ u(t) +ldu(t)
5 Rdt ~d? L R dt
= —e 3rC [eZRC —e” 2RC ] On obtient

ldu d*u_ u() L, Ldu®
Soit Rdt ~d2 L R dt '’
d’ouI'équation différentielle

)

2E 5
u(t) = 22 e~ e sinh it
NG 2RC

d?u(t) 2du(t) 1
+_

en faisant apparaitre la fonction sinus hyperbo- de? RC dt E o=
lique: R De méme comme v(f) = E—u(f),ona
sinh(x) = _2 ) _M_idv(t) +E—v(t) _
di2  RC dr LC ’
B , .. d’olt
12 — Réponse d’un circuit Pun) | 2 dvw 1 I
Représentons le circuit apres fermeture de I'interrup- d2 " RC dt E Vo= IC|
teur. On peut écrire ces équations sour la forme canonique
. R 2
lRm:‘ %+%¥ +wiu(t) =
ic(?) H "
-~ (0 ip(0) d’>v  wo dv(1) 18
E’<> v(1) Lg RH - @JFETM(Z)UU): T
1 R /C
‘ avec a)o=\/E et Q:E Il
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TD d'électronique n° 1

1 année & systémes linéaires — solution

3. Si Q > 1, on est dans le cas d'un régime pseudo-
périodique faiblement amorti. Le discriminant de

I'équation réduite est

etles solutions de I’équation caractéristiques s’écrivent

2
w
0 2 . 2
A= —= —dwy = —4wy

wo .
r=——+jwop.

2Q

La solution générale de I'équation homogene est

vy (1) = e 20" [Acos(wot) + Bsin(wo?)] .

Avec la solution particuliere vy () = E, on obtient

v(t) = e_%t [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] + E.

Onav(=A+E=0,douA=-E:

(1) = e 20! [~Ecos(wot) + Bsin(wo )] + E.

On calcule
v _ %022 _Beoston + Bsin(won)
—=e —— (—Ecos(w sin(w
dt 20 0 0
+woE sin(wgt) + Bwgcos(wgt)]
On adonc
dv Ewyg E
—(t=0)= — +Bwy = —
dt 2Q RC
soit
_E E
" woRC 20Q°
Orona

1 VIC 1 |L 1
woRC  RC

R\ C ™ 2Q’

d’ot1 B=0.0n adonc

wqot
v(t) =E [1 _e 20 cos(wot) | |.

4. Le maximum de v(f) est atteint pour

Q =0= Ee_%t [ﬂ cos(wot) + wg sin(wg t)]

dt 2Q
soit pour

. 1
sin(wo tmax) = — E coS(wo Imax)
d’ ol )
tan(wg fmax) = — E .
Comme Q > 1, on a tan(wg tmax) = 0 avec tan(wg fmax) <
0, d’out
Wolmax = TT.

On a alors

Vmax = V(tmax) = E l—e% cos(n)] :E[1+e%] .

b4 Ea N
Comme E <« 1l,onae2 =~1,dou

CPGE PSI 2026-2027

Umax = 2E .

13 — Equation différentielle d’un systéme

On introduit les courants et la tension intermé-

diaire ¢/ () :

R 1 2R I
1, — 13
| | L T
I
La loi des nceuds s’écrit
11 = lz + 13 ’
soit
e-U ] ,
= R_ =jCwU +2jCwU".

Posons T =RC:
e-U =jroU +2jtoU’.

La formule du pont diviseur de tension donne

<

1

iCo 1

U= jCw . g/ _ Yo gl
2R+ o 1+j2RCw

soit

U'=01+j2t0)U.
Onadonc

e—(1+j2tw)U =jCoU +2jtw(l +j21w)U

soit

e=U+j5toU + (jw)4r?U.

Léquation différentielle correspondante est donc

A ,d%y du B
T F+515+u(t)—e(t) .

L'équation caractéristique associée est

41°x* +51x+1=0.

Son discriminant vaut A = 2572 — 1672 =972 > 0. Le ré-

gime est donc apériodique.

Lycée Jean Perrin
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1 année & systémes linéaires — solution

14 — Inductance

1. Lintensité traversant I'inductance étant continue,
elle est nulle juste apres la fermeture de 'interrupteur.
On a donc

R Iy Ri;(t=0"=0
Iy
E—F— Ry |:| L%
On adonc

E=(R+R)IH=3RIHj=3x25%x10°x5%x10"3

soit | E=37,5V|.

A I'équilibre, c’est-a-dire en régime continu établi, la
bobine est équivalente a fun fil. On a donc, avec R, =
2R:

R 11 Rl

| S | S |
T -l
On en déduit
( 2RR;
=R+ 1,
2R+ R
soit

2RE+R & =2R%I, +3RR I},

&—RL

Ry =2R——.
! 3R - &
On calcule | R; =2,5kQ .

2. L'énergie magnétique emmagasinée dans la bobine
en régime établi est

E —1L12
L—2 1

Quand on ouvre l'interrupteur, le circuit se ramene a
une maille constituée de la bobine et des résistances
R; et en série.

L'énergie se dissipe dans les deux résistances. Comme
Ry = 2Ry, la puissance dissipée dans R est deux fois
plus grande que celle dissipée dans Rj, les intensités
étant les mémes. On a donc

EL=ER1+ER2=E+2E=3E,

| _SE
=2,
Il

On calcule | L=3,0 mH |.
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3. Le courant traversant la bobine étant continu, il
vaut I; a la réouverture de l'interrupteur, et traverse
alors les résistances R; et R».

La tension aux bornes de la bobine vaut alors
ur=R;+Ry)I; =67,5V.

Elle est donc plus grande que la f.é.m. du générateur.

15 — Perturbation d’'une mesure

1. Le calcul est tres classique (cf. exercice 9) :

uc()=E(1-e ") avec T=RC .

uc(t)

2. Lassociation en parallele des deux condensateurs
est équivalente a un condensateur de capacité C + Cy.
Le circuit se ramene alors a

i(1)

R
e (D
C+Cy = Ry ‘u(t)
Ona
E=Ri(t)+ u(t)
avec
i(t)—(C+C)d—u+M
B 0 dr Ry
d’ol
E—(1+£ u(t)+R(C+C)d—u—E
B Ry 0 dr

La nouvelle équation différentielle est

r RRy(C + Cyp)

,du Ro
T—+u(t)=——E  avec |T
R+ Ry

dt Ry+R

La nouvelle valeur maximale de la tension u(t) est
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3.a) L’erreur relative sur la tension maximale Ar, =

) —Uc ma;‘“‘”‘ ’ vaut
R
Ary =
Ry + R
3.b) On veut
<0,01
Ry+R
Soit R < %Rg qui donne
R<10kQ .

» Idéalement, un oscilloscope qui ne perturbe pas du
tout les mesures aurait une résistance d’entrée infi-
nie.

16 — Charge et décharge d'un super-
condensateur

M==<r

Ucl

Onauc(f) =Uc, pour  f1=C— ,soit ;=365 .

2. On observe la décharge du condensateur, régie par

duc (1)
dr

uc(t)+t =0 avec T=RC.

Avec uc(t)) = U1, on obtient
Ue(t) = Uey (1-e”=07)
La LED s’éteint a I'instant #, tel que u.(2) = 1,5V, soit
2(1-e I =15

d’ou
—(-t)IT _

e =0,25.

On calcule

= t; — RCIn(0,25) =5,0 x 10° s

soit pres de 14 heures.

La charge, tres rapide, permet d’alimenter la LED pen-
dant une longue durée.

La variation d’énergie du condensateur pendant sa dé-
charge est

1 2 1 2
AEe=5C(15)* -2 C2* = ~0,875C = ~1575].

Cette énergie est fournie a la résistance; la puissance
dissipée en moyenne sur la durée #, — f; vaut donc

1575

h—h

=31,6 mW |.
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17 — Régime transitoire

1. Représentons le circuit apres fermeture de I'inter-
rupteur :

RI2 4, i, R/2
LT | S|

E/2

O cHu

D

Ona
E R .
E - UC = Ell
d’on1
. E-2U;
1=
R
et
R.
E - UC = Elz
d’ ol
2(E-U,)
fp=———.
R
La loi des nceuds s’écrit
S dU,
i1 +ip=i.=C dtC
soit
E-2U. 2(E-U.) dU,
+ =C
R R dr
soit
v, 4 . _ 3
dt RC ° RC

La constante de temps de ce circuit est donc

RC
TC:_ .

4

2. En ¢t = 07, linterrupteur est fermé depuis long-
temps. On est donc en régime continu établj, et

Uc(0)=E
La solution générale de I'équation différentielle est
3E
U= Ae e ==
4
La continuité de U, en t = 0 s’écrit
3E

A+==E
4

dou A=E/4et
3E
Uc(r) = e 1--

e—t/rc) )
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3. Lavaleur finale de la tension est
3E
U¢(o0) = T .
On a donc U.(t) = 0,99U, (c0) pour

1
1- 3 e 7/Tc = 0,99

soit
e 7/Tc = 0,03.

On en déduit

RC
T= —Tln0,03 ~0,88RC .

4. Lénergie initialement
condensateur est

emmagasinée dans le

CE?
&i=——.
2

Au bout de la durée 7, I'énergie emmagasinée vaut

1 _(0,99x3E\> 1 22
Er=5C|\ =] =5C0,7425°E",

L'énergie perdue vaut alors
AE=E;—Ef

soit | A& = 0,2372CE? .

18 — Décrément logarithmique

1. Latension aux bornes du condensateur étant conti-
nue, on a uc(0) =0.

Lintensité dans la bobine étant continue, on a i(0) =0,
d’ou1 ug(0) = Ri(0) = 0.

La loi des mailles E = ug(t) + up(t) + uc(t) conduit en
t=0aur(0)=0.

La tentions u(f) étant nulle en ¢ = 0, il peut s’agir de
la tension aux bornes du condensateur ou de la résis-
tance, mais pas celle aux bornes de la bobine.

En régime établi (r — oco), le condensateur est équi-
valent a un interrupteur ouvert, d'ott i = 0, et la bo-
bine a un fil d’ol1 ©;(c0) = 0. On a alors ugr(co) = 0 et
uc (OO) =E.

La tension u(t) est donc la tension aux bornes de la
résistance.

2. Schéma:

ity R L

q(1)

E‘() u(t) Lo
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Loi des mailles :

di g1
E=ut)+L—+—.
u(r) + 1 + C

d u
Onai= 49 = 7 Dérivons la loi des mailles :

dr
du d’i 1dg
O=—+L—5+—=—,
det de2  Cdt
d’ol
0_du Ld%u u()
“dr Rdf2 RC’
soit
d2u+Rdu+ 1 )=
de2  Ldt LC
Forme canonique :
d2y+w0 du+w2u(t)—0
de2 " Qdr O
avec
1 ¢ 0 1 /L
w=—— € =—1/=
VILC R\ C

3. Léquation caractéristique associée a I'équation dif-
férentielle est
Wo
PP —=r+ w(z, =0.
Le régime est pseudo-périodique si cette équation ad-
met deux racines complexes conjuguées, soit si
2

w
A:Q—g—4w§<0,

c’est-a-dire pour
1
Q>-.
2
L'équation caractéristique admet alors les deux racines

wo . 1
r=———=iQQ avec Q=wo/l1-— .
2Q 4Q?

La solution générale de 'équation différentielle peut
s’écrire

wot
u(t) = Aexp (_E) cos(Qt— )

ol A et ¢ sont deux constantes déterminées par les
conditions initiales.

» La grandeur Q est appelée pseudo-pulsation. Elle
differe de la pulsation propre wy, mais en est tres
proche si le facteur de qualité est élevé (Q > 1).
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4. La pseudo-période des oscillations est

21
T=—.
Q
Ona
wo(t+T)
u(t+7T)=Aexp (——)cos[Q(t+ T) + ]

ol woT
= Aexp (——) exp (——) cos[Qt + ¢]

2Q 2Q
(e ( wo T)
=u(t)exp|———
p 20
compte tenu de la période T du terme sinusoidal.
On adonc
u(ey) (on)
=exp|——
u(t+7) 2Q
d’ou
_woT  wom _ woTT
20700 " Quyy 1=
On adonc
5= —0n

5. On peut écrire

wo(t+nT)
u(t+nT)=Aexp(—T)cos[Q(t+nT)+<p]
= Aex (_a)_t) (_w T)cos[Qt+ ]
= p 20 exp 20 ¢
—u(ne (_wonT)
= u(t)exp 20 )’
d’ol1
u(t) (wonT) ( (on))”
——— —ex =(exp|———
u(t+nT) 20Q 2
“(wivn)
“\ut+1)
On a donc
( u(t) ) ( u(t)
n|———|=nln nd,
u(t+nT) u(t+1T)
d’ol1
5:lln(—um )
n u(t+nT)

Cette expression permet une meilleure détermination
de 6 d’apres le graphe de u(t), et repérant les valeurs
d’extrema séparés de n pseudo-périodes : I'amplitude
décroissant lentement, I'écart des maxima est plus
important en prenant en compte plusieurs pseudo-
périodes.
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6. On repere le 1°* maximum : u; = 10 V. Le 5¢ maxi-
mum vaut us =0,5V.
On en déduit le décrément logarithmique
1 10
6=- ln( )
5 0,5
soit | 6 =0,60 |.
D’apres I'expression de §, on déduit

Onestime Q=53 .
» Onabien Q>1/2.
» La valeur de Q donne un ordre de grandeur du

nombre de pseudo-oscillations visibles : le résultat
obtenu est compatiblve avec le graphe donné.

19 — Circuit peu amorti

1. Quand l'interrupteur est fermé, nous observons le
régime libre d'un circuit RLC série. On a

Ldi+Ri+q 0 avec i dg
—_— —_— = Vi [
dt C de
d’ou )
d R
&g Rdq + 2 q _
de2 " Ldr
On identifie a la forme canonique
d>q  wodq
— +wig=0
a2 " Q dr w5d
d’out
1 0= 1 /L ©
°” Vic “R\c’
Le circuit est faiblement amorti si Q > 1, soit si
L
Rky\[—= .
C

2. Léquation caractéristique associée a (2) est
wo
r2 + 6 r+ w% =0.

Le discriminant est

(1)2

2
@ e
car Q > 1. L'équation admet donc deux racines conju-
guées

_ 2
A= —4wy

wo wo
n=—-—— —]w() et rn=—— +]w0

2Q 2Q
La solution générale de I'équation différentielle est
donc

q(r) = e_% "lAcos(wgt) + Bsin(wg1)]
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Initialement, le condensateur est chargé sous la ten-
sion E, d’olt

q0)=CE=A.

Le courant est donné par

_vo,

. dg an wo . .
i(n)= T e 20" |——Acos(wgt) — — Bsin(wyt)

2Q 2Q

— Awg sin(wgt) + Bwgcos(wgt)

Lintensité était nulle pour ¢ < 0; la bobine assurant la
continuité de l'intensité, on a

i0=0=-42" 4 By
=0=-A2% + Buy

d’olt
A

B=—.
2Q

Comme Q > 1, on a B <« A etles expressions de g(f) et
i(t) se simplifient selon

q(t) = CEe™ %" cos(wo )

et

i(f) = —woCEe 2 sin(wo?) .

3. Latension aux bornes du condensateur est propor-
tionnelle a g(1), et la tension aux bornes de la résis-
tance est proportionnelle a i(¢). Il faut donc placer la
masse a la borne communea Ret C:

A
T

0 |

B 1

J S

R =

L
C

— Onrelie la borne A ala voie I de 'oscilloscope pour
visualiser u(t) = g(#)/C.

— Onrelie la borne B ala voie II de I'oscilloscope pour
visualiser ug(t) = —Ri(t).

On remarque que

2 . 2 o
(@) +( (1) ) :e_Ut,
CE a)()CE

On observe donc une spirale dont le rayon décroit ex-
ponentielle au cours du temps en mode XY a l'oscillo-
scope.
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20 — Réponse d’un circuit

1. Introduisons des grandeurs utiles :

En exprimant les courants dans les deux branches en
fonction de la tension u(t), la loi des nceuds peut
s’écrire

(MO du

(= R + a

La loi des mailles s’écrit
E= Ldi + u(t)
- dr

ce qui permet de remplacer

(=E Ldi
u(t)=E-L—
dt
dans la loi des noeuds :
(1) = - (E Ldi)+cd (E Ldi)
"ER dr dt dt

soit, comme E est une constante

On obtient I'équation différentielle

d?i N
ds?

1 di

i(thy E
RCdt

LC RIC '
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2. Léquation différentielle peut se mettre sous la
forme canonique

Par identification, on obtient

w—l et Q—RC
0 VIC VL'

3. En régime continu établi, la bobine équivaut a un
court-circuit et le condensateur a un interrupteur ou-
vert. Le circuit se ramene alors a la résistance branchée
sur la source de tension, et on a tout simplement

i )—E
i(co) =+ .

21 — Circuit non linéaire

Orientions I'intensité dans le circuit. Nous faisons I'hy-
potheése que la diode est passante (on la remplace donc
par un court-circuit)

L ﬁ q(1)
Il i
ur, uc

Les relations relatives aux dipoles sont (attention aux
orientations)

di(1)

dq(1) _
= u(® —L—dt

i(r) = TRk

et q(1)=-Cuc(1).

di
Ona uy + uc =0, soit Ld_t +uc=0,dou

La charge du condensateur obéit donc al’équation dif-
férentielle

2
1
M+a)(2)c](t):0 avec wy=——

dr? VIC

» On reconnait 'équation différentielle de 1'oscilla-
teur harmonique.

La solution générale est g(t) = Acos(wg?) + Bsin(wg?).
Onag0)=qp=A4 et

1(0)=0 dq (t=0)=B8B
1 == — = = bW
dt 0
d’ot1 B =0. Finalement :
q(t) = gocos(wpt).
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Lintensité vaut

i(t)——%— wo sin(wot)
= dt—CIO 0 of).

Ces calculs sont valables tant que la diode est passante,
c’est-a-dire que i(f) > 0. On remarque que c’est le cas
au début de I'évolution (en considérant gy > 0). En re-
vanche, 'intensité change de signe a I'instant #; tel que
sin(wg ;) =0, soit wg t; = 7.

Pourt>t = wl’ on aurait i (¢) < 0 ce qui estimpossible
en présence de(ia diode; celle-ci passe donc al’état blo-
qué, et i(t) = 0. Le systéme n’évolue plus.

q(1)
9o

h

—qo

» La charge gqp > 0 est initialement sur 'armature
«de droite » du condensateur. Lors de la premiere
décharge, cette charge traverse le circuit et passe
sur l'autre armature du condensateur. La charge ne
peut se dérouler dans I’autre sens du fait de la diode
etreste bloquée sur ’armature « de gauche »; on ap-
pelle la diode « diode de roue libre » quand elle a ce
réle (par analogie avec les cliquets d'une roue libre
qui lui permettent de ne tourner que dans un sens).

22 — Deux condensateurs

1. Un condensateur est constitué de deux armatures
conductrices séparées par un milieu isolant.

== ————— == Uy ( t)

La partie du circuit délimitée par le cadre hachuré
est donc électriquement isolée du reste du circuit; la
charge électrique totale portée par les deux conden-
sateurs est alors constante, ce qui se traduit par q; (f) +
q2(1) = q1(0) + g2(0), soit

G +q()=Q .
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2. Laloi des mailles s’écrit

U () + Ri()—uy () =0
avec ; ;
=29 o =20
On adonc
q2(1)  qi(1) L Ri(D) =
C C

On a, compte tenu des orientations des grandeurs élec-
triques,

. dqg: (1)
H=- .
1o dr
Comme g2 (t) = Q — g1 (1), on en déduit
Q-2q:(1) _Rdth(t) 0,
C dt

que I'on écrit sous la forme canonique

dq) 2 o Q
ar rc™ RC’
soit
dp @ _Q _ ~ __RC
dr T 2t 2

» (C’est a partir de 'équation différentielle que 1'on
trouve |'expression du temps caractéristique, et non
a partir de la « formule du cours T = RC » qui n’est
valable que pour le circuit RC.

La solution particuliere constante est g1 p, = g

» Elle correspondant a la solution en régime établi : la
charge se répartie également sur les deux conden-
sateurs.

La solution générale de I'équation homogene étant
qin() = Ae "7, la solution générale de 1'équation
complete est

Q

a1 () :Ae‘”’+E

La charge d'un condensateur étant une grandeur

continue, la condition initiale conduit a

dou A= 9
2

q1(0)=Q=A+§

On en déduit

Slte

@) ==(1+e 7).

3. Delarelation q;(t) + g2(¢) =
Q
5

Q, on déduit

Q——|(1+e

qo(1) = _”T)

soit

qo(t) =

NIrO

t/T) .

(1-e
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q1(1), q2(1)
Q]
\
\
\
9 ........... \ .\.( ..........................................
2 /)
Y
/
/
0 T t

4. L'énergie emmagasinée dans le circuit est donnée
par

a5 (1)
2C

a; (1)
2C

&=

Initialement on a donc
QZ
&
0= 2C

Dans la limite t — oo, on a
1 | 2
eo=3¢(3] *3¢(2)
2C 2C\ 2

Q _&o
4C 2

soit

€0) =

L'énergie « manquante » a été dissipée dans la résis-
tance par effet Joule.

La puissance instantanée dissipée dans la résistance
vaut

RQ?* _
Q eZt/r'

Ri%(1) =
(1) 172

p) =

L'énergie totale dissipée dans la résistance entre ¢t = 0
et t — oo est donnée par

* RQ* [ 5y RQ? —21/71%
8]:/0 p(t)dt:4—_[2/0 e Tdt:4—T2[—Te T]O

_RQZ_QZ
C 4t 4C

On a donc bien

€(0) = &(00) + & .

» Onremarque que lamoitié de’énergie initialement
emmagasinée dans le circuit se dissipe dans la ré-
sistance... quelle que soit la valeur de R.
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5. On ainitialement 1;(07) = Q et u2(07) =0.

Quand l'interrupteur est fermé, la loi des mailles donne
u1 (1) = uy(t); en particulier juste apres sa fermeture on
au;(07) = ux(0).

La continuité de la tension aux bornes des condensa-
teurs n'est pas respectée...

La modélisation d’'un tel circuit est trop simplifiée : on
a négligé la résistance des fils qui, méme si elle est trés
faible, n’est pas nulle. Posant r cette résistance, on se
ramene au cas précédent, avec une constante de temps

C
T= % tres faible.

Représentons alors I'évolution des charges des
condensateurs :

q1(1), q2(1)
Q

Sle

0

Dans la limite ot T — 0, on tend vers une évolution
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« discontinue » des charges; en fait elle est continue
mais tres rapide.

» La moitié de I'énergie initialement emmagasinée
dans le circuit est toujours dissipée dans la résis-
tance des fils. Cette dissipation se faisant pendant
une durée trés courte, la puissance correspondante
est tres élevée.

» Lintensité est donnée par i(¢) = 2& e U7 En par-
ticulier a la fermeture de l'interrupteur elle vaut
i(0) = Q. qui est tres élevé quand r — 0. On ob-

2rC
serve donc un pic d’intensité tres élevée et trés bref

a la fermeture de l'interrupteur. Lexpérience n’est
pas conseillée...

i(1)

2rC
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wesenes Régime harmonique, filtrage aevaomems

23 — Circuit en régime harmonique

Tout d’abord, la fréquence se déduit facilement de I'os-
cillogramme : la période des signaux est T =5 x 0,2 =
1ms,dou | f=1,0kHz|.

On se place en notation complexe en régime harmo-
nique. On relie facilement les amplitudes complexes
des tensions d’entrée et de sortie (pont diviseur de ten-

sion) : )

—F—— L.

1+jRCw—

En prenant le module, on relie les amplitudes (réelles)
des tensions :

g:

E
U=s —— 3)
V1+ R2C2w?
Notons ¢ le déphasage de u(t) par rapport a e(t);
comme E = E est réelle — on a e(t) = Ecos(wt) — le

terme ¢ est’argument de U, tel que
tang = -RCw. 4)

Nous raisonner de deux facons.

1" méthode : a partir des amplitudes.

D’apres (3), on a U < E; les calibres étant identiques
sur les deux voies, la courbe la plus grande représente
le signal de plus grande amplitude, c’est-a-dire e(#). On
lit alors simplement | E=3,0V .

Comme w =27 f, larelation (3) peut s’écrire

E
V1+4m2R2C2f2

On en déduit 4712R2C2f2 =E2/U%?-1,dou

= £ 1
“2nRf\ U2

On estime U = 1,85V, dott C = 2,0x10"7F, soit
C=200nF |/

2re méthode : a patir des déphasages.

D’apres (4) on a ¢ < 0: la tension u(?) est en retard sur

la tension e(t); elle est donc représentée par la plus pe-

tite des deux courbes. Le déphasage (en degrés) est re-

lié au retard temporel selon

U=

P At B -0,7
360 T 5
en prenant le « carreau » comme unité de temps pour
simplifier.
On a donc d’apreés (4), on a

tan ¢
2nfR’

On calcule C=1,9%x 1077 F, soit | C =190 nF |.
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» Les valeurs obtenues sont du méme ordre de gran-
deur; 'écart s’explique par la pietre précision de la
lecture des valeurs sur I'oscillogramme. Pour infor-
mation, les valeurs utilisées pour tracer la courbe de
u(t) sontU =1,868 Vet ¢ =-51,488°.

24 — Impédance

1. Limpédance de ce dipdle s’écrit
Z=r+jLlwo+——"7—.
- 1+jRCw

La tension u(?) et le courant i(f) sont en phase si Z
estréelle, c’est-a-dire si sa partie imaginaire est nulle. 11
faut donc écrire Z en explicitant sa partie imaginaire :

- 1+ R2C2w?
e,
1+ R2C2%2w? 1+ R2C2w?

Il faut donc
_ RC
T 1+ R2C202

soit RZC(1 — LCw?) = L, d’ou1 la condition sur R

(5)

2 L

R = ca-Icen - ©

2. La partie imaginaire de Z étant nulle, on a
Z=r+ R
=r .
- 1+ R?C?w?

Pour éliminer w, il serait maladroit d’exprimer w en
fonction des données a partir de la question précé-
dente; il suffit de remarquer que d’aprés (5) la condi-
tion précédente s’écrit

R L
1+ R2C2w2 RC’

Z=r+—..
- RC

3. On doit avoir R? > 0; d’apres la relation (6) cela im-
plique 1 — LCw? > 0, soit

1
w S Wmax = \/T_C .
On calcule | Wmax=1x10°rad-s! .
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En remarquant que 1 — LCw? < 1,0n a

’

— >
! 1-LCw? ~
dou R > rob On a donc

L
R>Rmin: E

On calcule | Rpin =1kQ .

25 — Filtre linéaire

1. On amodifié les calibres des deux voies et de la base
de temps, et on est passé en mode AC.

2. Les deux signaux ne sont pas sinusoidaux: il y a une
composante continue! En notant

Ue(t) =Up+ Uicosrft+0)

et
us(r) = Uy + Ujcosrft+0'),
!/
— UO
onaHy=—.
Uo
On lit les valeurs des composantes continues sur le

1¢r oscillogramme (attention aux calibres) : Uy =2V et
Ulg=1V,dou Hy=0,5 .

On peut déterminer f; en utilisant le déphasage donné
par

tan(p:—i

fo

1,25
On lit 9 _ BT d’ol1 ¢ = —45° et tanp = —1. On
en déduit fy = f, en lisant la fréquence sur la base de

temps, | fo=1kHz .

On peut aussi utiliser le gain a la fréquence f pour la
partie sinusoidale des signaux, donné par

H,
G(f) = ———.
2
1+f02
0,5 0,5x2,1 R .
On lit = , ’uf():#sozt
1+L 3 (1)2—1
02 2,1

fo=1,0kHz avec f = 1,0 kHz.

3. On commence par un pont diviseur en continu avec
deux résistances identiques pour avoir Hy = 0,5, puis
on ajoute un condensateur pour avoir un filtre passe-
bas:

r|] e
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Fonction de transfert :

R
o _HRCo R _ 05
R+1+J'TCw R+ R(1+jRCw) 1+j%5w

2
La pulsation de coupure est wg = RC’ d’ou

1

fo= 7RC

On veut fy = 1 kHz. En prenant R = 1kQ, on obtient
C =318nF.

» Cette derniére valeur n'est pas normalisée. On pourrait
choisir C =300 nF et R = 1,05 kQ, mais la on chipote!

4. Les variations de la tension sont données par la
composante sinusoidale U; cos(2x ft). On peut donc
utiliser la fonction de transfert et le gain en décibel as-
socié :
f2
Ggp =20log Hy—10log| 1+ =] .
fo
On veut G4g = —50 dB, soit comme Hy = 0,5
f2
1010g(1 + —2) =50-6=44.
fo

f2
10 = 1 + —

2

fz
~
0 > ]., SOit

f=fox10*? =158f;.

Lamplitude des variations de la tension de sortie est
atténuée de 50 dB pour la fréquence | f =158 kHz .

carl

» Latension de sortie vaut alors

Uo
us(t) = HyUy = ? .

26 — Dipole a identifier

La voie X visualise la tension aux bornes du dipdle
RCD série, tandis que la voie Y visualise la tension aux
bornes de R, c’est-a-dire I'intensité traversant le dipole
série.
On voit sur I'oscillogramme que la tension et le courant
sont en phase; I'impédance du dipole RCD est donc
réelle. .
Limpédance de la partie RC est R— L, de partie ima-
ginaire (réactance) négative. Il faut da())nc ajouter une
impédance de partie imaginaire positive pour obtenir
une impédance totale réelle; ce ne peut étre réalisé
gu’avec une bobine.

Le dipdle D est une bobine d’inductance L.
Limpédance de '’ensemble est

Z=R+]j

1
Lw——).
w
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Elle est réelle pour

1
0= —F7—>
VvILC
soit pour la fréquence
1
fo= :
2nvVILC

Loscillogramme indique une période T'=10x0,2 ms =
2ms, soit f =1/T =500 Hz.

On en déduit )
L=—F—.
an? f2C
On calcule |L=0,10H |.
Ona
B R
Zy ~ -—I_Y'
R+j(Lw- )

Alafréquence fo,onadonc Uy = Uy. Les deux courbes
de I'oscillogramme doivent avoir méme amplitude.

La calibre de la voie IT (B) étant deux fois plus élevé que
celui delavoiel (A), la courbe la plus « grande » sur I'os-
cillogramme correspond a Uy (amplitude 3 V), tandis
que la plus petite courbe correspond a Uy (amplitude
del1,5x2=3V).

27 — Circuit du premier ordre

1. La fonction de transfert est (pont diviseur de ten-
sion)

r rR+jrLlw
H="5Rw = TR+ + Bl
"+ Rl
soit
1+jfw
H(jw) = —— 1

1+j8 1w

Elle est de la forme

1412
H(jw) = H)—=2
1+jo-
avec
R Rr
Hy=1|, wi=— et |wp=——7.
L (R+1)L

r .
» Onremarque que W, = R w1, SOit Wy < W1.
r

» A trés basse fréquence, la bobine équivaut a un
court-circuit, d'otl ¥ = e. On a bien H(w =0) = 1.

» A trés haute fréquence, la bobine équivaut a un
interrupteur ouvert. On se ramene au pont divi-

z . r
seur avec deux résistances et u= n
r
r

e. On a bien
RrE

lim, H= .
Yo=""r4R
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2. Avec H=Hy- H; - Hz,ona G = GoG1 G2 d’ou
Gap = Gap,0 + Gas,1 + GdB,2
avec
Ggg,0 =20logHy; Ggp,1 =20logGr; Ggg2 =20logGs.

Ona GdB,O =0:

’ GdB,O

‘ logw

. W
Avec H,=1+j—,ona
w1

G

logw, logw

1
Avec H, = o ona
1+j—

Ggg,2

logw»

3. On somme les trois diagrammes, sachant que w, <
w1 .

Gdp
logw-» logw;
logw
4. Ona,comme Hy=1,0ona

1 +]w&1 u

E: W =

L+j,, e
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d’ou .
Jw jw
u+—u=e+—e.
w2 w1~

On en déduit I'équation différentielle

u(t) + i% =e(t)+ i% .
wy dt wy dt
5. Avec e(t) = E, I'équation différentielle s’écrit pour
t>0:
u(t) + —% =E
wy dt

La solution générale est de la forme

u(t)= Ae ' +E.

Attention a la condition initiale : la bobine assure la
continuité du courant qui la traverse. A ¢ = 0, le courant
est donc nul dansla bobine, etles deux résistances sont
traversées par la méme intensité. On peut donc appli-
quer la formule du pont diviseur de tension :

r
ul)=——E=A+E
r+R

28 — Détermination des caractéristiques
d’un circuit

1. Attention, dériver par rapport au temps revient a

multiplier par jw, pas parjf.

Avec ue(t) = Ugcos(2m ft), la dérivation par rapport au

temps se ramene en effet, en complexes, a une multi-

plication par j2x f.

Le plus simple est de poser wg = 27 f. On a alors

Hy
U=—F"—U,.
: w Wo
1+jQ(i - %)
Il faut se ramener a une fraction rationnelle en jw pour
faire le lien avec les dérivations temporelles :

H, jo g
U= 0 Quwo — U Q‘”OU )2 —=e
1+]w RIRTE 1+Qw + 2
soit
. . 2
Hj
1+—Jw +(Jw) U=jo——U
Qwo i |= 7 Quwo—*
On en déduit
du 1 d®u Hy due
u)+——+——5=—--—
Quwq dt 3dt2 Quo dr
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soit sous forme canonique

du
dr?

wo due
H_
°°Q dr

wo du

Q dr

+w0u(t)

2. L'énoncé donne en fait la fonction de transfert du
filtre étudié, par U = H(jf)U.,,.

On constate que pour f = 1000 Hz, les deux tensions
sont en phase; la fonction de transfert est donc réelle.
En écrivant que sa partie réelle est nulle, il vient im-

f_Jo = 0, soit f = fp. On en déduit

fo f
f0=1kHZ .

médiatement

A cette fréquence, on a H(jfo) = Ho, et u(t) = Houe(?),
soit en terme d’amplitudes U = HyUe. On lit U =10V
et Us =5V.Onendéduit  Hy=2 .

On utilise maintenant le graphe correspondant a f =
500 Hz pour déterminer le facteur de qualité Q.

En terme de déphasage

On aici x = 0,5, soit

2
H= e e——
— 1-j01,5

Le déphasage est donc donné par
tang =1,5Q.

» On trouve ¢ > 0 : la courbe de u(?) est en effet en
avance de phase sur celle de u,() sur le graphe.

Le décalage temporel est At = 0,4 x 1073
Pour f =500 Hz, la période est T=2x 1073 s

Le déphasage en degrés vaut donc
0,4
(P:3GOX 7 =72°.

ang

’

t
On calcule alors Q =

soit | Q=2,1.

29 — Etude d’un filtre

1. Il s’agit d'un filtre passe-bande bien str. Pour un
filtre d’ordre 2, la fonction de transfert est de la forme

. 0
H(Gf) = m

On lit tout de suite sur le diagramme la fréquence cen-
trale | fo=1kHz .
Comme H(jfo) = Hy, on lit directement | Hy =1 |.

2. Le gain vaut

| Hol

G(f)=
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En posant x = f/fy, ona

_ _ 2 1)?
Ggg = —20logG=-10log [1+Q (x—;)

On a G(100) = —40 = —10log(l + Q?9,9?), d’'ot1 10* =

1+ Q%9,9% = Q%9,9% car 1 < 10% On en déduit Q =
100

—=10,1, so0it | Q=10 .

9,9

)

» On obtient cette valeur plus rapidement encore en
. 1)?
considérant (x - —) ~ 102,
X

3. Le signal comporte une composante continue qui
est coupée, une composante «rapide » oscillant avec
une fréquence de 10 kHz (on mesure la période sur
l'oscillogramme) qui peut étre considérée comme cou-
pée (atténuée de —40 dB), une composante a la fré-
quence 1 kHz qui correspond a la fréquence centrale
du filtre, qui est restituée sans atténuation. On obtient
donc:

Channel A :
1 V/div

Channel B : XY
1 V/div

timeDiv :
0.2ms/div

/

/

N

OffsetA OffsetB OffsetC
0 10 0

4. Il faut prendre la tension aux bornes de la résistance
pour avoir un comportement en filtre passe-bande.

1
,dou L

On ad'une part wg =27 fp = =—;
part wo = 27 fo 12 fy2C

1
vVLC
on calcule | L=25mH |.

1 /L
De Q= —1/—=ondéduit R=15Q .
RV C

30 — Etude d’un filtre

1. En trés basse fréquence, les condensateurs sont
équivalents a des interrupteurs ouverts; le circuit se ra-
mene donc a

e(ﬂ‘() R, U u(o)
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La fonction de transfert vaut alors

Hy=—2 =1
_BF_R1+R2_1+&'
R,

D’apres le diagramme de Bode, on en déduit

R;
GdB,BF = —2010g 1+ R_ =-20,

2

d’ou
R, Ry
log|l+—]=1 et 1+—=10.
R, R,
Ry .
Onadonc R, = ?,sou R, =10k .

En trés haute fréquence, 'admittance de I'association
en paralléle d'un condensateur et d'une résistance est

1
Y=—+jCw=jCw.
~— R
Cette association est donc équivalente au condensa-
teur seul, et le circuit se raméne a
G

Wl et

‘ u(r)
La fonction de transfert vaut

goo X jGe G 1
_HF_X1+ZZ_jC1w+jC2w_C1+C2_1+%'
1

D’aprés le diagramme de Bode, on en déduit

C
Gap 1 = —ZOlog(l + —2) = -80,
C

C C
10g(1+—2)=4 et —2=10"-1=~10%
G G

On a donc C, = 10%Cy, soit | C, =100 VI

2. Dansl'intervalle [100 Hz; 100 kHz], soit pour log% €
[1;4], le gain diminue de 60 dB sur 3 décades, soit une
pente de —20 dB/décade, caractéristique d’'un com-
portement intégrateur.

3. Lesignal d’entrée est de la forme
e(t) =6cos(An fit+ @) +4cos@ufit+ )

avec f1 =1kHz.

Nous sommes dans le domaine de fréquence ol le filtre
est intégrateur. La droite du diagramme de Bode pas-
sant par I'origine, elle pour équation

Gag = 20l

fo
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La fonction de transfert correspondante est donc

= f e
o1 . 1 S sz .
la multiplication par j» Tevenant a intégrer le signal.
On adonc

2nfo . 27 fo
1)=6 4 t+ +4
s(t) X47Tf1 sin(47x fit+¢1) X8nf1

. 0
soit comme L = 102,
1

sin(8x fit+¢2),

s(t)=3x 10" 2sin(4m fit+ 1) + 10" 2sin(Bm fit + o) .

4. Alafréquence f; =10 Hz, ona
Gas(f1) =20logG(f1) =20

d'ott G(fi) = 0,1.
Ala fréquence f> = 100 kHz, on a

Gag(f2) =20logG(f2) = —80

dotl G(fi) =107%.
Compte tenu de la forte atténuation de la composante
de fréquence f,, on peut la considérer comme absente
du signal de sortie.
La composante de fréquence f; est atténuée d'un fac-
teur 10; le signal de sortie est donc, en 'absence de
donnée sur le diagramme de Bode en phase, de la
forme

s(t) =cos@uflt+¢) .

31 — Etude d'un filtre

1. Il s’agit d'un filtre passe-bas.

La pente de I'asymptote étant de —20 dB/décade, le
filtre est d’ordre 1.

2. A la pulsation w; = wy/100, on a ¢ = 0 et Ggg = 0,
soit G = 1. La composante du signal de sortie a cette
pulsation est donc

$1(t) = Eycos(wq 1).

A la pulsation w» = wy, on a ¢ = —45° = —7/4 et
Ggg = —3 dB, soit G = 1/v2. La composante du signal
de sortie a cette pulsation est donc

0 E2 ( " T

$2 = ——=COS|Ww2 ——).
V2 4

A la pulsation w3 = 100wy, on a ¢ =~ —90° = —7/2 et

Ggp = —40 dB, soit G = 1072, La composante du signal

de sortie a cette pulsation est donc

E T E
s3(t) = —3(:os ((1)31'— —) = —351n(a)3 ).

100 2 100
Le signal de sortie est donc
s(t) = E;cos(wy 1) + E cos (a) t— E) + E sin(ws?)
! e 2774 1000 Y
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3. Sile signal d’entrée est un signal créneau de pulsa-
tion %, les premiers harmoniques jusqu’'a un rang
élevé (plusieurs centaines) sont dans la zone ou I'on
peut assimiler H = 1; le signal de sortie sera similaire
au signal d’entrée.

4. Sile signal d’entrée est un signal créneau de pulsa-
tion 100wy, il est situé dans la zone ot le filtre se com-
porte comme un intégrateur. Le signal de sortie sera
donc un signal triangulaire de méme pulsation,

32 — Filtrage d’un signal composé
1. Spectre en amplitude:

e (V)

3,5

0,7
2 f (kHz)

2. Pour obtenir un tension continue, il faut filtrer les
composantes de fréquence f > 0. Il faut donc un filtre
passe-bas, dont la structure est

Us

]

3. La fonction de transfert du filtre est

H(jw) = —/——.
Gv) 1+jRCw
Le gain est

1
V1+472R2C2f2

La composante de fréquence f en sortie du filtre a pour
valeur créte-a-créte (la valeur créte-a-créte en entrée
est2x3,4=6,8V)6,8G(f).

La condition sur le taux d’ondulation est donc
6,8G(f) < 0,05, soit

6,8
\/1+472R2C2 f2 > —— = 136.
0,05

’

G(f) =

Il faut donc
S V1362 -1
2nCf

On calcule R>21,7kQ .
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33 — Fonction retard

1. Prenons e(t) = Ecos(wt). La sortie correspondante
est
s(t) = Ecos[w(t—1)] = Ecos(wt — wT).

En notation complexe, on a alors
g(t) — Eejwt et §(t) — Eej(wt—wr)
d’ou les amplitudes complexes
E=E et S=Ee ",
La fonction de transfert correspondantes est alors

Hyjo) = 2 =e 7.
La fonction de transfert associé a un quadripole réali-
sant la fonction de retard est

Hy(jw) =e 77 .
2. On note
L A L

Y
O
Il
Il

=~
1
L

lwn

La loi des nceuds en terme de potentiels en Q s’écrit

e-V, . s=V,

—+0-V)jCo+=——=0

jLw Lw
soit

e-V, -V, IC(w)’ +s-V,=0
d’ ol

e+s
VA= 55 Icmr?
Un pont diviseur de tension entre V , et s avec la résis-
tance et la bobine de la maille de droite permet d’écrire

B R
2T Rijlo—A
On a alors
_ R e+ts
2% RijLlw 2+ IC(jw)?
soit

[2R + RLC(jw)? + 2Ljw + L>C(jw)*]s = Re + Rs.
On en déduit
s R
e R+2Ljw+RLC(jw)? + L2C(jw)3

H(jw) =
En simplifiant par R on obtient la fonction de transfert
sous forme canonique :

1

1+ 2L (jw) + LC(jw)? + ZE (jw)s

H(jow) =
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3. Dans le cas ol w7 < 1, on développe a I'ordre 2 la
fonction de transfert générale d'une ligne a retard

; 1
Hy(jw)=e"" = 1-jwt + E(jwr)z
soit
2
. . 7 . 2
LIO(]w) =1-7(jw) + ?(]w) .

Développons H(ja)) en se limitant a 'ordre 2 en (jw) :
(' )=1-—(j ) — C(' )2 —2 ( )2
H(jw) = w L W)+ — w
al R J J Ri2 J

soit
Hijo) = 1- 22 )+(4L2 LC)(' )?
w)=1-—(w) +|— — w)~.
4 7Y 2 ]
Identifions terme a terme (en puissance de jw) les deux
développements :

2L 41? 72
— =7 et ——-LC=—.
R R? 2
On adonc
412 41* | 212
—-IC=— dou LC=—-.
R? 2R? R?
Il faut donc
2L
R=y/— .
C
On a alors
C
T=21\/ —
2L
et le retard vaut alors
T=V2LC .

34 — Etude d’un filtre

1. Tres basses fréquences:

La bobine équivaut a un fil; la sortie est donc reliée a
I'entrée et s = e.

Tres hautes fréquences :

Le condensateur équivaut a un fil; la sortie est donc
court-circuitée et s = 0.

I s’agit donc d’un filtre passe-bas.
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2. Onaune structure en pont diviseur de tension, avec

_ jRLw
=17 R+jLw
et
Y ! jiCw+ 1
=—=jCw+—.
1, Z, J R
On adonc
. Z, 1 1
H(jo) = = = iRLw [ 1
ZytZ, 1+Y,Z, 1+m(]Cw+§)
~ 1 _ R(R+jLw)
T . jRLw(1+jRCw) ; ; i
1+ o R(R+jLw)+jRLw(1 —jRCw)
B R®+jRLw
"~ R2+2jRLw - R2LCw?
soit .
1+jzw
H(jw) = .

s 2L 2"
1+ ] ?a) —LCw
L'expression est de la forme

1+jax

w
———— avec x=—.
1-x2+jbx

wo

H(jx) =

2

En identifiant le terme en w“, on a

2

(]
x* = — = LCw’

Wy
d’ ol
1
wy=— .
VvILC
On a alors w = xwg = et la fonction de transfert
s’écrit
1+j% \/%x
H(jx)= ———.
1+j2/£x—x?
On en déduit
1 (L 2 |L
"R\ C "R\ C’
Le gain est donné par
V1+ a?x?

G(x) =

VA-22+D2x2

En notant Hy le numérateur et Hp, le dénominateur de
la fonction de transfert, on a

@(x) = arg(H) = arg(Hy) — arg(Hp)

soit

(x) = arctan(ax) — arctan( L )
= 1-x2)
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Tres basses fréquences
Ona H =1, donc Gggr =0 et ¢pr =0.
Tres hautes fréquences
1
Ona H = ——, donc Ggp,ur = —40logx et pup = —7.
x

Diagramme asymptotique en gain :

Gas
0
logx
Diagramme asymptotique en phase :
¥
0
logx

3. Dansle cas w < wy, on peut considérer qu'un grand
nombre d’harmoniques est dans la bande passante du
filtre passe-bas : le signal sera peu perturbé, et s(f) =
e(1).

Dans le cas w > wy, les composantes harmoniques du
signal sont trés atténuées. Il ne reste que la compo-
sante continu qui passe intégralement, et s(¢) = E/2.

35 — Eléments d’un filtre

Avec R, L et C, il existe deux possibilités d’obtenir un
filtre passe-bande.
Montagen®1:
C
I|
1
e(t) R

L i(1)

s(t)

» A trés haute (respectivement a trés basse fré-
quence), la bobine (respectivement le condensa-
teur) est équivalent a un interrupteur ouvert, donc
i(f) =0et s(f) = Ri(t) =0. On a un comportement
passe-bande.

Montage n® 2 :

e(1) C=/— L s(1)
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N

» A trés haute (respectivement a trés basse fré-
quence), le condensateur (respectivement la bo-
bine) est équivalent a un court-circuit, et s(t) = 0.
On a un comportement passe-bande.

On mesure un courant non nul en régime continu. Seul
le montage n° 2 convient compte tenu de la discussion
précédente (on a i(f) = 0 en continu dans le premier
montage, le condensateur étant équivalent a un inter-
rupteur ouvert).

En continu, ona s(t) =
court-circuit), d'ot1 e(t) =

t
On en déduit R = e( ) _
i) 1x1073

Notons Z = 7 I'impédance équivalente a I’association

0 (labobine est équivalente a un
Ri(1).

——— soit |R=3kQ .

en parallele de la bobine et du condensateur. La struc-
ture en pont diviseur de tension permet d’écrie la fonc-
tion de transfert du filtre sous la forme

1
1+RX’

1
avec Y =jCw+ —,

Hijw) = i

Z+ R
d’olt
1 ~ 1

H(jw) = = — )
1+R(iCo+ ) 1+iR(Co-15)

La forme canonique d’un tel filtre est

H(jw) = m .

Lidentification des deux expressions de H pour toute
valeur de w conduit a

Q_Q

RC=—=_-%_
27 fo

R
et —=Quwo=2nfQ.
wo

Le facteur de qualité est relié a la bande passante rela-
tive par

_fo _1x10°

Q=3 £~ 200

On en déduit d'une part

__Q _ 5
" 27Rfy 2w x3x10%x1x 103

=2,7x10""F

soit | C =270 nF |, et d’autre part

R 3x10°

= = — =95x10"°H
2 foQ 2w x1x10°x5

soit | L=95mH |.

36 — Etude d’un filtre

1. A trés basse fréquence, le condensateur est équi-
valent a un interrupteur ouvert, et le circuit se raméne a
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R,

| I

Il s’agit d'un simple pont diviseur de tension, dont la
fonction de transfert est

R,
Rl arF Rz

Hyr(jw) =

A trés haute fréquence, le condensateur est équivalent
a un court-circuit, et le circuit se ramene a

| I

R

||}—

Les tensions de sortie et d’entrée sont donc égales, et
Hyp(jw)=1|.

» Ces deux asymptotes ne permettent pas de tracer
le diagramme de Bode asymptotique : nous avons
deux droites horizontales qui ne se recoupent pas.
Il est nécessaire d’établir la fonction de transfert du
filtre pour faire la jonction entre ces asymptotes.

2. Lassociation de R; et C en parallele a pour impé-
dance équivalente

R
5o JCo R,
~ R+ Jc%u 1+jR,Cw

» Il est recommandé de retenir de résultat.
La fonction de transfert s’écrit donc
Ry Rz

.
) = R Z ™ hs B

1+]R1 Cw
Mettons I'expression sous la forme d’'une fraction ra-
tionnelle en jw :
Ry(1+jRCw)
Ry(1+jRCw) + Ry

Ry +jR1R2C(1)

H = .
( )= R1+R2 +jR1R2C(U

Le numérateur et le dénominateur sont des polyndmes
de degré 1 en jw; on peut mettre I'expression sous la
forme canonique

Wy
H(jw) = Hy—= |,
1 +]§2
soit .
. R, 1+jRiCw
H(jw) = RiR
Ri+R l+jpt s Cw
On en déduit
R 1 Ry + R
Hy = 2 ;o lwr=——=| et wy= L 2.
Rl +R2 R1C R1R2C
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» Onremarque que w; > ;.

3. Lafonction de transfert peut se décomposer sous la
forme
H(jw) = HoH, (jw) H, (jw)

avec

w
H (iw)=1+j— et H,(jw) = )
H,(jw) le et H,(jw) T+

Le gain en décibel s’écrit alors sous la forme
Gap = G0 + GaB,1 + GdB,2 -

avec

G 201 ( R ) <0
= (0] .
dB,0 8 R+ R,
A trés basse fréquence (w < w1),on a
H,~1 et Ggg;~0.

A trés haute fréquence (w > w;), on a

LW w
H =j— —.

H, et Ggp = 20log

w1 w1

Ces deux asymptotes se coupent en @ = ;.
On en déduit le diagramme asymptotique :

GdB,1

logw
| logw,
A trés basse fréquence (w < w-), on a
H,~1 et Gggz=0.
A trés haute fréquence (w > w»), on a
1 w
ﬂz = et Ggp,2 = —20log—.
Jo, w2
Ces deux asymptotes se coupent en w = w>.
On en déduit le diagramme asymptotique :
Gag,2
logw,
‘ \ logw
On a de facon évidente
Gag3
logw
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Le diagramme asymptotique du filtre s’obtient en ef-
fectuant la somme des trois courbes asymptotes :

Gdg3

logw, logw>

logw

» Ce diagramme est bien compatible avec I'étude
préliminaire : le filtre atténue les basses fréquences
et laisse passer les hautes fréquences.

4. Nous venons de mener une étude fréquentielle, en
régime harmonique. Dans le cadre de la réponse a un
signal carré indiquée ici, il convient de raisonner de fa-
con temporelle.

Pour chaque échelon (on en distingue deux sur le
graphe), on voit une réponse qui début par une ex-
ponentielle (phase transitoire), puis devient constante
(régime établi).

La partie constante de la réponse décrit le régime établi
continu.

1 méthode : le régime continu correspond au cas li-
mite w — 0; le systeme est alors décrit par la fonction
de transfert

H(O) = Hy = — 2
=TT RAR,
OnlitE=1,0Vet S=0,5V; onen déduit
R S
_2=_=0,5
Ri+Ry E

d’out R, = Ry, soit | R, =10kQ |.

2¢ méthode : on établit 'équation différentielle entre
I'entrée et la sortie a partir de la fonction de transfert
S _ Ry +jR1 R,Cw

e a Ri+Ry +jR1R2C(1)

H(jw) =

d’ou

de
de
Le régime continu établi correspond a la solution par-
ticuliere de I'équation complete (régime établi) quand
le cas ou e(t) = E (régime continu); cette solution est
cherchée de la méme nature que le second membre qui
est alors une constante, soit

d
(R1+R2)S(l')+R1R2Cd—j=R26(t)+R1R2C (7

(R1+Ry))S=R)E.

On retrouve le résultat précédent.

La valeur de C peut étre déterminée en étudiant la
phase transitoire de la réponse a un échelon (la période
du signal carrée est visiblement suffisamment faible
pour que le régime établi soit atteint a chaque demi-
période).
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V(V)
1.5

10

0.5

00 : !

21 t (ms)

On lit a partir de la tangente a I'origine 7 = 0,8 ms.

Sachant que R; = 10 kQ, déterminer R, et C. L'équa-
tion (7) peut s’écrire

ds
—+
dt

Ri+Ry
RiR,C

s(t) =

La constante de temps est donnée par le membre de
gauche, soit
Ri1R,C
T= .
Ri+Ry

On en déduit

1 1 2 3 s
C=|—+— T=—40,8X10 =1,6x10""F
<R1 Rg 1x10

soit | C=160nF .

37 — Filtrage de parasites

1. En tres basse fréquence, la bobine est équivalente a
un court-circuit, d’ou Ug = U,.

En trés haute fréquence, le condensateur est équi-
valent a un court-circuit, d’'ou Us = Uk.

Un filtre passe-haut, passe-bas ou passe-bande doit
couper au moins les basses ou les hautes fréquences.
Ce filtre n’est donc pas de cette nature.

Notons Z et Y respectivement I'impédance et I'admit-
tance équivalente a I'association parallele de L et C.

La structure du pont diviseur de tension permet
d’écrire

R RY  jR(Co-15)

H(jw) = = = .
S R Z T 1vRrY 1+jR (Co— )

Onadonc | H(jwg) =0 .

Le filtre coupe une bande de pulsation centrée sur wg
(c’est un filtre coupe-bande ou réjecteur de bande).

2. On veut supprimer la tension parasite de fréquence
fo =50 Hz. Il faut donc choisir C de telle sorte que

wo=2nfy = —,
0 fo Jic
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soit
_ 1
A2 f2L

On calcule | C =50,7 uF |.

3. Lafonction de transfert du filtre s’écrit sous la forme
canonique

o je(e-9)
Hijw)= ———.
i -%)

Par identification, le facteur de qualité du filtre est

_afL
Q=R Z.

On souhaite ne supprimer que la fréquence parasite fp,
sans perturber le reste du signal. Le filtre doit donc étre
le plus sélectif possible, c’est-a-dire avoir le facteur de
qualité le plus grand possible.

Il faut donc choisir la plus grande valeur de R, soit
R=50kQ |.

38 — Etude d'un filtre

Corrigé succinct.

1. Tl s’agit du filtre de Wien déja étudié. On établit

. Hy
A= e o
1+Q(% - %]
avec
% 1 0 1 ) 1
=—; =— et wg=—.
°73 3 °"RC

On obtient le diagramme de Bode d’'un filtre passe-
bande du second-ordre :

— asymptote de pente 20 dB/décade a basse fré-
quence;

— asymptote de pente 20 dB/décade a haute fré-
quence.

2. Un signal triangulaire est constitué des harmo-
niques de fréquences multiples de celle du fondamen-
tal (plus précisément, les harmoniques de rang im-
pair).

Si la fréquence centrale du filtre est réglée a fy =
300 kHz, le filtre laissera passer ’harmonique de rang
3 et coupera les autres composantes. On aura alors une
sinusoide de fréquence 300 kHz.

Il faut donc prendre

1 1

= = =531x10Ys.
2nfy 27 %300 x 103

RC
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3. Unsignal créneau se déduit d'un signal triangulaire
par dérivation. Il faut donc se placer dans un domaine
de pulsation ol1 on peut considérer

H(jw) = ajw.

Siw < wy,ona

. jw
H(jw) = —
et
s(t) =~ 3 de
o dr '
Il faut donc choisir
1

RC > =1,6x 107,

2nf 2w x 100 x 10

39 — Effet d’un filtre

1. Il faut que D se comporte comme un court-circuit a
trés basse fréquence (comportement d'une bobine) et
atres haute fréquence (comportement d'un condensa-
teur). La structure du filtre est donc

Ue L

2. Le dipdle D a pour admittance

1
Y=jCo+—.
jLw

La fonction de transfert vaut donc

1/Y 1 1
ﬂ: S— = =
R+1/Y 1+RY 1+R(J'Lw+jc%)
soit
1
H

T 14jR(Lo-Z)

3. Lafonction de transfert peut se mettre sous la forme

canonique
1

Q- %)

I

En identifiant

Q R
— =RC et Quwo=—
wo L

on obtient

CPGE PSI 2026-2027

Modifier C permet de fixer la fréquence centrale du
filtre passe-bande : le signal comporte deux fréquences
fa=1/T, et fp =1/T, quel'on peut ainsi «isoler » pour
peu que le filtre soit suffisamment sélectif (ce dont on
peut s’assurer en modifier R qui influe sur le facteur de
qualité Q).

Le signal d’entrée se met sous la forme

€o €o
Ue(t) = ? cos[(w) +wo)t] + ? cos[(wy —wo)t] .

Comme T}, < Ty, les deux fréquences filtrées sont

27
Wp=w2+w =2n(fi+ f2) = —
Ty
27

wa=w2—w; =2n(fr—fi)=—
T,

d’'ou| fi =481 Hz et f, =556 Hz .
1

VIC,

T2 T;
C,=—2 et Cp= .
4T 42 b= antr

d’ou

4. On doit avoir w, = etwy =

1
Vv LCa

On calcule | C, =90,0 uF et | G, =471 nF .

La résistance R joue sur le facteur de qualité, c’est-a-
dire la sélectivité du filtre.

Pour I'expérience (a), on a G,4(w,) = 1; on veut donc
G4(wp) = 0,01 pour que la pulsation wj, ne représente
que 1 % du signal de sortie. Il faut donc

1

- <1072
\/1+R§(Cawb—L+ub)

Galwy) =

soit

2
1+R? (Cawb— L) >10%.
“ wa

On considérant 10* — 1 = 104, on a donc
10?
R, >

=z 71 -
1
Caa)b - wa

On calcule R, >171Q .

Pour I'expérience (b), on a G,(wp) = 1; on veut donc
Gyp(wg) = 0,01 pour que la pulsation w, ne représente
que 1 % du signal de sortie. Il faut donc

1

\/1 +R2 (waa - ﬁ)g

On obtient comme précédemment

Gp(wg) = <1072,

102

S P
‘waa_L_a)a|

R
Compte tenu du signe de Lo, — ~——

Coo il faut
On calcule Ry >2,37kQ |.

Lycée Jean Perrin
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40 — Impédance d’un quartz

En considérant R = 0, le quartz est équivalent a

CP
I
I

Cs —— B

1. Dans la limite des basses fréquences, la bobine est
équivalente a un court-circuit; le quartz est donc équi-
valent a I'association en paralleles des condensateurs
Cp et Cs, qui équivaut a un condensateur de capacité
CéquF = Cp + C;.

Limpédance vaut donc Zy, = , dont le mo-

1
J(Cp + CHw
dule vérifie

log Zgr = —logw —log(C,, + Cy).

Le graphe est une droite de pente —1, d’ordonnée a
I'origine —log(Cp, + Cs).

Dans la limite des hautes fréquences, la bobine est
équivalente a un interrupteur ouvert; le quartz est
donc équivalent au condensateur Cp, soit

1

T = —— .
= c,w

On a donc
log Zyr = —logw —log Cy,.
Le premier graphe est une droite de pente —1, d’ordon-
née al'origine —log C,.
Sur le graphe fourni, on constate que les deux droites

asymptotiques HF et BF sont parfaitement alignées :
elles ont méme ordonnée a I'origine. On en déduit

—log(Cp + Cs) = —logCp,

soit Cs < Cp .

2. Prenons un point particulier sur les asymptotes :
pour f = 101 Hz, on lit Z = 5x10%; on a donc
log5 x 10% = —log(207) —log Cp, soit

log C,, = —log(20m) —log5 x 10° = log3,2 x 10712,

Onadonc Cp =3,2 x 10712 F, soit Cp=3,2pF .
3. Ladmittance de I’association série de Cs et L s’écrit

1 _ jGw

jLw+jcﬁ 1-LCw?’

Yo =

L'admittance de 'association en parallele de C, et des

deux dipdles précédents en série est donc Y = jCpw +

XCS D soit

. jCsw

Y=iGot+—=—.
1 - LCsw?
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Cp(1 - LCsw?) + Cs

4. On peut écrire Y = jo , d'ou le

module

|Cp(1 — LCsw?) + Cs|

Y=|t|=0 1- LCyw?

La résonance Y — oo se produit pour 1 — LCSwf =0,
c’est-a-dire pour la fréquence

1
fr= 21vICs

Lanti-résonance Y — 0 se produit pour
Cp(1 - LCsw?) + Cs =0,

soit pour la fréquence

1 Cp+GCs

fa= 21vIC |  Cp

5. Nous utilisons le second graphe qui précise les phé-
nomenes de résonance et d’anti-résonance.

Attention : c’est | Z | qui est représenté en ordonnée;
la résonance définie par |Y| — oo se traduit donc ici
par |Z| — 0. De méme I'anti-résonance se traduit par
2]~ oo

On lit donc f; =33114 Hz et f, = 33125 Hz. D’apreés les
expressions de la question précédente, on obtient

é — 1 + &
fr Cp’
2 2
33125
d’'ou Cs =G, (f—az — 1) = (—2 — 1) x 3,2 x 10712, soit
f7 33114

Cs=2,12x10"1°F .

Limpédance est donnée par

1 1
L= = )
A2 f2Cs A (fE - G

Oncalcule L=10,9x10°H .

» Cette valeur est trés élevée! Il ne s’agit en fait pas de
I'impédance d’'une «vraie » bobine, mais de la mo-
délisation (par une bobine) du caractére inductif
des propriétés électro-mécaniques du quartz (I'im-
pédance L prend en compte des propriétés méca-
niques; on parle d'impédance motionnelle).
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41 — Etude d’un circuit

1. Lassociation de deux résistance R en paralléle équi-
valent a une résistance R/2, on peut représenter les
deux circuits étudiés :

CircuitA:
C
Re L
E () R
CircuitB:
C
Re L

E C) RI2 U

Par un examen de I’équivalent en trés basse fréquence
et en trés haute fréquence du circuit RLC s’écrit, on ob-
tient la nature du filtrage effectué en fonction du dipole
aux bornes duquel on prend la tension :

filtre passe-bas tension aux bornes de C;

filtre passe-bande tension aux bornes de R;

filtre passe-haut tension aux bornes de L.

Les courbes @ et @ correspondent a un filtre passe-

bande : elle représentent la tension aux bornes de la
résistance.

Les courbes ® et @ correspondent a un filtre passe-
bas : elle représentent la tension aux bornes du
condensateur.

Tension aux bornes de la résistance pour le circuit A :
R E
. 1
R+Rg+j(Lo—- &)

QR,A =

Tension aux bornes de la résistance pour le circuit B :

R/2
= E
RI2+Rg+j(Lo - &)

QR,A

L —0.0naalors

La résonance se produit quand Lw — &~ =

R

E et U, =—F
R,B,max R+ ZRg

Uga ==
T R+ Ry

On constate que UrBmax < Upamax, C€ qui permet
d’identifier ces courbes.

courbe @ :
courbe @ :

Ug, circuit A
Ug, circuit B

Tension aux bornes du condensateur pour le circuit A :

L
jCw

 R+Ry+jlw+

L E
jCw

YUca
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soit
1

Uca= E.
—CA T 14j(R+Ry)w — LCw?

L'amplitude de la tension vaut
B E
/(= LCw?)? + (R+ REC?w?

e

Elle présente un maximum (résonance) si le dénomi-
nateur passe par un minimum, c’est-a-dire si

f) =1 -LCw")* + (R+ R;C*w®
passe par un minimum, soit f’(wy) = 0.
f'(@) =-2(1- LCw*)2LCw +2(R + Rg)*C*w = 0.
On a f’(wy) = 0 avec w; # 0 pour
—2L(1- LCw) + (R+ Rg)*C=0
soit

(R+Rg)*C

LCw? =1 o7

(8)
Comme LCw? > 0, il faut

(R+Ry)*C
1-——>—>0
2L

[2L
R+Rg< —.
C

Si la résistance du circuit est trop élevée, on n'observe
pas de résonance.

soit

On constate qu’il y a résonance pour la courbe @ mais
pas pour la courbe @.

Comme la résistance du circuit A est supérieur a celle
du circuit B, on en déduit I'identification des courbes.

courbe ®:
courbe @ :

Ug, circuit B
Ug, circuit A

2. Pour w =0, on a U = E pour les deux circuits. On
lit directement
E=15V.

Pour Lwg— C+Uo =0, la tension de résonance aux bornes

de R pour le circuit A est

U __R E
R,A,max — R+ Rg
Limpédance du circuit vaut
) 1
Z=R+Rg+j|Lw——].
w

A la pulsation de résonance wy, elle vaut Z, o= R+Rg,
d’ou, 'intensité étant maximale

E = (R+ Rg)imax-
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On adonc
UR,A,max = Rimax .

On mesure Up A max = 10 Q, d’ott
R=100V .

Avec E =15V, on déduit

R _ UR'A'max _ 10 _
R+R;, E 15

2
3
d’ou Rg = R/2.On a donc

Rg=50Q .

» On retrouve la valeur usuelle de la résistance in-
terne d'un GBE

On avu que larésonance aux bornes de la résistance se
produit pour

1
O = —
VvILC
soit pour la fréquence
1
fo= :
2nvVILC

On a montré que la résonance aux bornes du conden-
sateur se produit dans le cas du circuit B, pour une pul-
sation donnée patr la relation (8) en remplacant R par
R/2, soit

(R/2+Rg)*C
[Co?=1-——T% ~
2L
soit
, 1 (RI2+R9*> , (R/2+Ry)?
a)r = —2 - wo - 2 .
LC 2L 2L
On en déduit
o _ (RI2+ Ry)? _ B2+ Rg)?
2w2-w?) 2x4m(fi-f3)’
d’ ol

R+2R,

L=——2%
4v2m\/ f2 - f?

On mesure sur le document fy =158 Hz et f; =112 Hz,
d’ou
L=100mH .

La capacité se déduit de

1
2 2 02
wy =4m = —
F=ant =
d’olt
C= 1
Am? f2L°
On calcule
C=10,0 uF .
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3. On peut réaliser un filtre passe-haut en considérant
la tension aux bornes de la bobine.

On a alors )
jLw
QL:R R +jL. 1
+ g+] w+jC_a)
soit
—LCw?

U, = : E
— 1-LCw?+j(R+Ry)Cw

La fonction de transfert est donc

—LCw?
1- LCw? +j(R+ Rg)Cw '

H{jw) =

Tres basses fréquences

w2

Hyp(jo) = —LCw? = -
0

Le gain est Ggr(w) = w?/ w%, d’ou1 'asymptote
GdB,BF =40 logw —-40 loga)o ’

qui présente une pente de +40 dB/décade.
La phase est g = 7.
Tres hautes fréquences On a Hyp(jw) ~ 1, donc
Ggp,ur = 0.
Les asymptotes en gain se coupent en w = wy.
La phase est ¢y = 0.
On remarque que pour @ = wy, on a
1 )
j(R+Ry)Cwy (R+Rg)Cawp’

Hjwo) = -

soit p(wg) = 7/2.
Diagramme asymptotique en gain :

Gas
logwg
logw
\ pente 40 dB/décade
Diagramme asymptotique en phase :
@
7T
1
[
|
|
[
[
|
|
0 logwy logw
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42 — Impédance d’un quartz

1. Limpédance complexe uniquement de la branche
comportant les trois composants R, Cs et L vaut

Z,=Rs+jlw+

jCsw
Lintensité dans cette branche est donnée par
. u
l=——"77"
Ry+j(Low— &)
On observe une résonance en intensité quand Lw —
1 _ .
o = 0, soit pour
1
Wg = .
LCq

On calcule ' wg =205,85x 10% rad-s™! .

2. La capacité équivalent a la mise en série de C; et de
CsC

Cp est Csp = ——— =2,0696 fF.
Cs+p

S
La pulsation de résonance w, = 1/,/LCsp vaut alors

wp = 205,92 x 103 rad-s7!|.

En terme de fréquence :

fs=32762Hz et f,=32773Hz .

Ona fy =32768 Hz. On a donc
fs<fo<fp-

Les fréquences fs et f, sont trés proches, d’ou la néces-
sité de donner les valeurs avec 5 chiffres significatifs.
3. Pour le quartz, on peut écrire

1
= =jCor + ——————
Z Rs+jLw+ Jcﬁ

_j(Cp + Csw) +jCpo(Rs Csw — LCsw®

1+jRsCsw — LCsw?
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d’olt

1 +jRsCsw — LCsw?
j(Cp+ C)w +jCpow (jRs Csw — LCsw?
1 1+jRsCsw — LCsw?

_'(C +Cyw n GG LGG, o
Jep +Ls 1+JRSCp+CS ol

Z:

w

Par identification avec I'expression proposée, on ob-

tient
1 Cp+GCs
Ceq=Cp+Cs ; ws= NiToN et wp= 1G,Cs |
S
On a alors
my
ws = RCq
d’olt
Ry [Cs
my=—\/—
2 L
et
2my _ CpCs R
wp Cp+Cs °
d’ ol
22V LG+c

On calcule Cgq = 3,054 pF, soit Cgq = Cp.

On a my = m; = 6,00879x 107, On remarque que
m; < 1 et my < 1:larésonance est tres aigué, ce qui
justifie 'emploi des quartz en horlogerie ou 'on veut
une fréquence déterminée avec précision.
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