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Outils mathématiques Opérateurs vectoriels : exercices

On se reportera au formulaire d’analyse vectorielle pour les expressions des opérateurs.

1 — Exercices en coordonnées cartésiennes

Ces exercices sont purement mathématiques et calculatoires. Les grandeurs n’ont pas de dimension physique.

1.1 Calculs de gradients

Calculer le gradient des champs scalaires suivants en coordonnées cartésiennes :
G(x,y) = yx>+3xy? — 15x — 12y.

f(x,y,2) =sin(xyz).

g(x,y,2) =3x%y - y3z. Calculer de plus gr?ig au point My(1,-2,-1).

h(x,y,2) =alx+y+2z).

u(x,y,2) = a(x*>+ y* + z%).

Fx,y)= xz—yz.

AU

1.2 Calculs de laplaciens

7. Calculer le laplacien des champs précédents.

1.3 Calculs de divergences

Calculer la divergence des champs vectoriels suivants :
8. A(x,7,2)=x8x+yBx+20x

9. g(x, y) = y?x + x?y.

10. U(x,y,2) = ax® ey + ay? 8y + az* &,

11. I_;(x, y,2)= xy?x + xz?y + xyz?z.

2 — Exercices dans divers systemes de coordonnées

12. On donne le champ scalaire
a
i, y,2) = —=
Vx2+y?+ 22
en coordonnées cartésienne.
En utilisant un autre systeme de coordonnées adapté, calculer son gradient de facon la plus simple.

13. On donne le champ scalaire suivant :

__a 2
G(x,y,z)—xz—+bz .

+y?

Calculer son laplacien de la facon la plus simple possible.



Solutions

3 — Exercices en coordonnées cartésiennes

3.1 Calculs de gradients

1. On calcule

(aG) =3yx>+3y°-15 et (OG) =x3+6xy-12
6xy_ y y 6 x_ y .

On en déduit

gradG = Byx*+3y* —15) €, + (x> +6xy—12) ¢, .

2. On calcule

0
(—f) =yzcos(xyz),
0x .z
6f)
— =xzcos(xyz)
(ay .z
et 5
(—f) =xycos(xyz).
0z Jx,y
On en déduit

grad f = cos(xyz) [yz€x+xzeé,+xye;] .
3. On calcule
On en déduit
gradg = 6xy Sy +3(x% — Ve, -ye, .
On calcule

gradg(Mp) = —12¢,+15¢,+8¢; .
4. On calcule

(ah) (6h) (6h)
—| =a;|—]| =a;|— =a
0x .z oy ez 0z %,y

On en déduit | gradh = aley+ ?y +e; .

5. On calcule

(5],
0x .2

On en déduit

ax; (a_u) =2ay; (a_u) =2az
"oy )y, "\ 0z )y, '

gradu=2alxex+ye,+z¢€;]=2aéom .
6. On calcule

(0_F) =2x et (6_F) =-2y
ox J, ay ), '

On en déduit gradF =2x€x—2y¢€, .

CPGE PSI 2026-2027

Lycée Jean Perrin

3.2 Calculs de laplaciens
7. On calcule

2

(02(;) (a G) )
=6yx et |z—| =3x"+6x.
y X

ox2 0y?

On en déduit AG = 6yx +3x% +6x .

8. On calcule

62

62
(—];) = —x%27° sin(xyz)
0y° )y
et
02
(#)x,y = —x*y?sin(xyz).
On en déduit

Af =222+ x22% + ¥y sin(xyz) .

9. On calcule

g ’g g
28\ —ey; (28] =-6yz; (28] -o.
(axz )J’,z Y (6J’2 )x,z v ( 0z? )x,y

On en déduit Ag=6y(1-2) .
On calcule | Ag(Mp) = —24 |

10. On calcule

(azh) _Oh(azh) _0_(62h) o
0x? y'z_ "\ ay? x,z_ " \0z2 x'y_

On en déduit Ak =0 .

2a; (az_u) =
M ayz

X,z

11. On calcule
(azu) 3
0x? 2 B

On en déduit Au==6a .

2a; (azu) =2a
" 1022 ey '

12. On calcule

(GZ_F) _2 et ("2_1?) I
0x2 J, ay? ), '

On en déduit AF=0|.
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Calculs de divergences

13. On calcule

(an) :1'(%) =1.(6Az) 1
0x )y, ‘\oy )., \oz ey

On en déduit diVZ =3.

14. On calcule

0B 0B
()0 o 2]
ox ), oy J,

On en déduit div_B) =0.

15. On calcule

(OUX) (OUy) (6Uz)
=2ax; |[—| =2ay; =2az.
0x ). 0y .z 0z Jyy

On en déduit div(_]):2a(x+y+z) .

16. On calcule
(OVX) (6Vy) 0 (OVZ)
=Y | = =0, =XYy.
0x V2 ay X,2 0z X,y

On en déduit divV = y+xy.

4 — Exercices dans divers systémes de coor-
données

17. Onremarque que

P +y +zE=0M*=1*
en coordonnées sphériques. On se raméne donc au cal-
cul du gradient de

a
Vl(ryey(p) = Vl(r) = ?

en coordonnées sphériques.

Ona
(avl) _ dV1 _ a
0,9

or T dr 2’

N a
gradV; = _ﬁ?r .
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18. On peut calculer le laplacien directement a partir
del’expression fournie, mais on peut simplifier I'expres-
sion en se placant en coordonnées cylindriques, en re-
marquant que x? + y? = r?; on a donc

G(r,0,2) =G(r,z) = % +bz?.
r

On a de facon évidente

(OZ_G) ~0
067 ).

On calcule
(azc) b
0z2 J_
et
(OG) 2a Jot (GG) 2a
— =—-— u |—| =—-—.
or g, r3 or Jo , r2
On a alors
0 (raG)_4a doil 0 (rGG)_4a
or\ aor) 3 or\" aor) r2’
Finalement
4 4
AG=22 1op=_=% L2p|
-2 X2 + 12

Si vous voulez vous convaincre que le calcul direct en carté-
sienne est pénible :

oG 2ax oG 2ay
0x  (x2+y2)? 0y  (x2+y2)?
puis
0°G 2a . 8ax?
0x2 - (x2 + y2)2 (x2 + y2)3
et
0°G 2, 8ay?
ayz - (xz + y2)2 (xz + y2)3
On a alors
%G . %G B 4a 8a(x? +y2)
0x2 ayz - (x2 + y2)2 (x2 + y2)3
4a 8a 4a

T2+ y22 + Z+y22  (Z+yDE

On retrouve bien l'expression du laplacien, mais au prix de
calculs bien plus lourds.
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