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Outils mathématiques Opérateurs vectoriels : exercices

On se reportera au formulaire d’analyse vectorielle pour les expressions des opérateurs.

1—  Exercices en coordonnées cartésiennes

Ces exercices sont purement mathématiques et calculatoires. Les grandeurs n’ont pas de dimension physique.

1.1  Calculs de gradients

Calculer le gradient des champs scalaires suivants en coordonnées cartésiennes :

1. G(x, y) = y x3 +3x y2 −15x −12y .

2. f (x, y, z) = sin(x y z).

3. g (x, y, z) = 3x2 y − y3z. Calculer de plus
#      »

grad g au point M0(1,−2,−1).

4. h(x, y, z) = a(x + y + z).

5. u(x, y, z) = a(x2 + y2 + z2).

6. F (x, y) = x2 − y2.

1.2  Calculs de laplaciens

7. Calculer le laplacien des champs précédents.

1.3  Calculs de divergences

Calculer la divergence des champs vectoriels suivants :

8.
#»
A (x, y, z) = x #»e x + y #»e x + z #»e x .

9.
#»
B (x, y) = y #»e x +x #»e y .

10.
#»
U (x, y, z) = ax2 #»e x +ay2 #»e x +az2 #»e z .

11.
#»
V (x, y, z) = x y #»e x +xz #»e y +x y z #»e z .

2—  Exercices dans divers systèmes de coordonnées

12. On donne le champ scalaire

V1(x, y, z) = α√
x2 + y2 + z2

en coordonnées cartésienne.

En utilisant un autre système de coordonnées adapté, calculer son gradient de façon la plus simple.

13. On donne le champ scalaire suivant :

G(x, y, z) = a

x2 + y2 +bz2 .

Calculer son laplacien de la façon la plus simple possible.
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 Solutions

3—  Exercices en coordonnées cartésiennes

3.1  Calculs de gradients

1. On calcule(
∂G

∂x

)
y
= 3y x2 +3y2 −15 et

(
∂G

∂y

)
x
= x3 +6x y −12.

On en déduit

#      »

gradG = (3y x2 +3y2 −15) #»e x + (x3 +6x y −12) #»e y .

2. On calcule (
∂ f

∂x

)
y,z

= y z cos(x y z) ,

(
∂ f

∂y

)
x,z

= xz cos(x y z)

et (
∂ f

∂z

)
x,y

= x y cos(x y z) .

On en déduit

#      »

grad f = cos(x y z)
[

y z #»e x +xz #»e y +x y #»e z
]

.

3. On calcule(
∂g

∂x

)
y,z

= 6x y ;

(
∂g

∂y

)
x,z

= 3x2 −3y2z ;

(
∂g

∂z

)
x,y

=−y3 .

On en déduit

#      »

grad g = 6x y #»e x +3(x2 − y2z) #»e y − y3 #»e z .

On calcule

#      »

grad g (M0) =−12 #»e x +15 #»e y +8 #»e z .

4. On calcule(
∂h

∂x

)
y,z

= a ;

(
∂h

∂y

)
x,z

= a ;

(
∂h

∂z

)
x,y

= a .

On en déduit
#      »

gradh = a[ #»e x + #»e y + #»e z ] .

5. On calcule(
∂u

∂x

)
y,z

= 2ax ;

(
∂u

∂y

)
x,z

= 2ay ;

(
∂u

∂z

)
x,y

= 2az .

On en déduit

#      »

gradu = 2a[x #»e x + y #»e y + z #»e z ] = 2a #»e OM .

6. On calcule(
∂F

∂x

)
y
= 2x et

(
∂F

∂y

)
x
=−2y .

On en déduit
#      »

gradF = 2x #»e x −2y #»e y .

3.2  Calculs de laplaciens

7. On calcule(
∂2G

∂x2

)
y
= 6y x et

(
∂2G

∂y2

)
x
= 3x2 +6x .

On en déduit ∆G = 6y x +3x2 +6x .

8. On calcule (
∂2 f

∂x2

)
y,z

=−y2z2 sin(x y z) ,

(
∂2 f

∂y2

)
x,z

=−x2z2 sin(x y z)

et (
∂2 f

∂z2

)
x,y

=−x2 y2 sin(x y z) .

On en déduit

∆ f =−(y2z2 +x2z2 +x2 y2)sin(x y z) .

9. On calcule(
∂2g

∂x2

)
y,z

= 6y ;

(
∂2g

∂y2

)
x,z

=−6y z ;

(
∂2g

∂z2

)
x,y

−0.

On en déduit ∆g = 6y(1− z) .

On calcule ∆g (M0) =−24 .

10. On calcule(
∂2h

∂x2

)
y,z

= 0 ;

(
∂2h

∂y2

)
x,z

= 0 ;

(
∂2h

∂z2

)
x,y

= 0.

On en déduit ∆h = 0 .

11. On calcule(
∂2u

∂x2

)
y,z

= 2a ;

(
∂2u

∂y2

)
x,z

= 2a ;

(
∂2u

∂z2

)
x,y

= 2a .

On en déduit ∆u = 6a .

12. On calcule(
∂2F

∂x2

)
y
= 2 et

(
∂2F

∂y2

)
x
=−2.

On en déduit ∆F = 0 .
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 Calculs de divergences

13. On calcule(
∂Ax

∂x

)
y,z

= 1 ;

(
∂Ay

∂y

)
x,z

= 1 ;

(
∂Az

∂z

)
x,y

= 1.

On en déduit div
#»
A = 3 .

14. On calcule(
∂Bx

∂x

)
y
= 0 et

(
∂By

∂y

)
x
= 0.

On en déduit div
#»
B = 0 .

15. On calcule(
∂Ux

∂x

)
y,z

= 2ax ;

(
∂Uy

∂y

)
x,z

= 2ay ;

(
∂Uz

∂z

)
x,y

= 2az .

On en déduit div
#»
U = 2a(x + y + z) .

16. On calcule(
∂Vx

∂x

)
y,z

= y ;

(
∂Vy

∂y

)
x,z

= 0 ;

(
∂Vz

∂z

)
x,y

= x y .

On en déduit div
#»
V = y +x y .

4—  Exercicesdansdivers systèmesdecoor-
données

17. On remarque que

x2 + y2 + z2 =OM 2 = r 2

en coordonnées sphériques. On se ramène donc au cal-
cul du gradient de

V1(r,θ,φ) =V1(r ) = α

r

en coordonnées sphériques.

On a (
∂V1

∂r

)
θ,φ

= dV1

dr
=− α

r 2 ,

d’où
#      »

gradV1 =− α

r 2
#»e r .

18. On peut calculer le laplacien directement à partir
de l’expression fournie, mais on peut simplifier l’expres-
sion en se plaçant en coordonnées cylindriques, en re-
marquant que x2 + y2 = r 2 ; on a donc

G(r,θ, z) =G(r, z) = a

r 2 +bz2 .

On a de façon évidente(
∂2G

∂θ2

)
r,z

= 0.

On calcule (
∂2G

∂z2

)
=

2b

et (
∂G

∂r

)
θ,z

=−2a

r 3 d’où

(
∂G

∂r

)
θ,z

=−2a

r 2 .

On a alors

∂

∂r

(
r
∂G

∂r

)
= 4a

r 3 d’où r
∂

∂r

(
r
∂G

∂r

)
= 4a

r 2 .

Finalement

∆G = 4a

r 2 +2b = 4a

x2 + y2 +2b .

Si vous voulez vous convaincre que le calcul direct en carté-
sienne est pénible :

∂G

∂x
=− 2ax

(x2 + y2)2 et
∂G

∂y
=− 2ay

(x2 + y2)2

puis
∂2G

∂x2 =− 2a

(x2 + y2)2 + 8ax2

(x2 + y2)3

et
∂2G

∂y2 =− 2a

(x2 + y2)2 + 8ay2

(x2 + y2)3

On a alors

∂2G

∂x2 + ∂2G

∂y2 =− 4a

(x2 + y2)2 + 8a(x2 + y2)

(x2 + y2)3

− 4a

(x2 + y2)2 + 8a

(x2 + y2)2 = 4a

(x2 + y2)2 .

On retrouve bien l’expression du laplacien, mais au prix de

calculs bien plus lourds.
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