Centre d’intérét 1

Principe fondamental de la dynamique

PSI - MP : Lycée Rabelais

Pré-requis

Notions de mécaniques (cinématique, actions mécaniques, principe fondamental de la statique)

Maths : géométrie vectorielle, intégration, matrice
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Objectifs

E Calculer/Simplifier/ Transporter une matrice d’inertie

Etre capable de déterminer une équation de mouvement dans le cas général

Etre capable de déterminer une action mécanique en connaissant le mouvement des solides
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Looping en voiture : X-Games 2012

Ce premier chapitre a deux objectifs principaux :

e Déterminer le mouvement d’un solide lorsqu’il n’est pas a I’équilibre ;
e Déterminer les actions mécaniques exercées sur un solide lorsque celui-ci n’est pas a I'équilibre.

Nous nous intéresserons notamment a I'étude de la voiture utilisée pour réaliser le looping présenté sur la premiere

figure. A la fin du chapitre, nous pourrons déterminer :



e La vitesse atteinte a la fin de la phase d’accélération (en entrée du looping) ;
e La vitesse nécessaire pour que la voiture fasse le tour du looping.

Quelques informations peuvent étre récupérer sur le net concernant 'événement :

Puissance de la voiture | 375 chevaux
Couple maxi 249 N.m
Poids 1360 kg
Hauteur du looping 20 m
Distance d’accélération ~ 100 m

Pour répondre a ces problémes, il faudra introduire le principe fondamental de la dynamique.

1.1 Formulation de "physique" : mécanique du point

Le principe de la dynamique s’énonce, en mécanique du point, de la maniere suivante :

Pour un point matériel M dans un référentiel galiléen R, la somme des forces s’exercant sur ce point matériel est égale au produit de la masse par

laccélération :

é %
2 Foxtmm =m-ayr

—) 7. 9 . . 7.
® >'F,u : la somme des forces extérieures s’'appliquant sur le point matériel M
e m : la masse du point matériel

e ay g : le vecteur accélération du point matériel M par rapport au repere galiléen R

Cette formulation, bien que juste, n’est pas suffisante en sciences de I'ingénieur. Cela est notamment lié au fait que les

rotations ne sont pas prises en compte dans cet énoncé. Il sera donc nécessaire de faire intervenir la notion de torseurs.

1.2 Formulation de SI : mécanique du solide

-

f! A retenir

Dans un repere Galiléen R, le torseur des actions mécaniques appliquées a un ensemble de solides/(E) est égale
au torseur dynamique de cet ensemble de solides dans son mouvement par rapport a R.

Ddext >E} = {Zg}
Cette égalité est une égalité torsorielle. A partir de ce principe, il est donc possible d’écrire les deux théorémes
r .
suivants : Kt_&.}\’tﬁu-tn_ e\w.l n.ﬁ-w..tiu-c. AL
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La plupart du temps, on préferera travailler sur une équation scalaire. On écrira donc I'un de ces deux théoremes

en projection sur une direction particuliére.




55 Résolution du probléme : la voiture peut-elle faire le tour du looping ?

Géomeétrie voiture

Chassis : Ch

Moteur : Mot

Centre de gravité de la voiture

: Centre de gravité du moteur
Centre de gravité de la roue avant
Centre de gravité de la roue arriére
Centre de gravité du chassis
Masse de la voiture

- Masse du moteur
Masse de la roue avant
Masse de la roue arriére
Masse du chassis

av
Roue arriére : R,, A B Roue avant : R,
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Entrée looping — — Sortie looping

Hypotheéses :

e La voiture complete, notée X, est composée de son chassis, de ses roues et de son moteur. Elle est, dans le pire des cas, en haut
du looping. La structure fixe du looping est notée 0.

e La voiture compléte a une masse M = 1360 kg. On suppose que le centre de gravité de I'ensemble est Gy,.

o AB=1LX, ; AG, = tX, +hy, ; GyB = tx, —hy,

e On suppose que la voiture se déplace a vitesse constante V dans le looping.

e On considere des contacts ponctuels unilatéraux au niveau des contacts roue/sol. Compte-tenu du rayon important du looping,
on considere que ces liaisons ponctuelles sont de normale y,. On aura donc :

— — — —
R =Y4. R =YB.
my= | et oyt xy= | SoteT e
M A = 0 B = 0
A A0—% B B,0—X%

Question 1 : Donner les conditions a respecter pour respecter les contraintes d’unilatéralité.
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Question 2 : Donner la/les stratégies d’isolement afin de déterminer la vitesse V afin de respecter les contraintes

d’unilatéralité.
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2 Définition
Le torseur dynamique d’un solide S dans un référentiel R, écrit en un point A quelconque, se définit de la maniere

suivante :

o kUit oo N do S g f«epf"“’

— :‘L[ o~ &

RASII:SQEZ‘“QS/L'AM .................................................

{Ds/rt =
A ‘SAISIl ﬂj' ......... .k\’t r‘ne.sfa OAM ..................................
aes
s 1
Do) = R4 DU S— k.%..,.m ] 5;:\1 ..............................

Les calculs a partir de la définition - notamment a cause des intégrales - vont rapidement s’avérer complexes. Il est donc
nécessaire d’introduire au préalable certaines notions concernant la géométrie des masses pour simplifier ces calculs.
On ne prendra pas le temps de tout démontrer mais on admettra qu’il est donc possible d’écrire le torseur dynamique

de la manieére suivante :

A retenir /v w2t Lo t ]
_) .
Rdgjp=m- F Ges/r  (résultante dynamique de S par rapport a R)
{95 /R\: —> _d — — . .
— [ O'AS/R] +m-VrAVgesg (moment dynamique en A de S par rapport a R)

T Aérat 5 - d r—
avec I' geg /g : le vecteur accélération en G de S par rapport a R et tel que : T' geg/p = I [ V Ges /R]R




Et bien entendu, une propriété des torseurs permet d’écrire :

_— —— — —

5B,S/R = 6A,S/R+BA/\RdS/R

On peut aussi montrer que, pour un solide S de centre d’inertie G dans un référentiel R, le torseur cinétique
s’écrit, en un point A quelconque :

am— = 7 I on e \
Psjg =m-Vges/r  (résultante cinétique - ou quantité de mouvement - de S par rapport a R)

{Gsrl= { — —
A A Oasir= I(A,S)-Qgp+m -AG A Vaesg ~ (moment cinétique en A de S par rapport a R)

Avec I(A,S), la matrice d’inertie du solide S au point A. Elle contiendra notamment les moments d’inertie du

solide.

Ce torseur cinétique posséde bien évidement la propriété de transport du torseur, on a donc :

ﬁ
OBs/R=0as/rR T BAADs/R
- Cas d’un ensemble de solides -

Pour un ensemble de solides ¥~ composé des solides Sy, Sy, Ss... on calculera les torseurs cinétique et dynamique
de la maniere suivante :

{6s/rt ={6s, v} + {65, /r} +{Gs,r} +-
{D5/r} ={Zs, g} +{Ds,/r} +{Ds, g} + -

Remarque - La définition du torseur cinétique est la suivante :

-:rrle.s:&' dw. (o hS"‘*/s\

es

T0sie = tere - X

& ?k.5|2 = Sn,{_s ;FIBTF‘E,S“LJ% LQ& h%hllg)

fAttention !

W)/R = [dgﬁA]R VAes/R
LL PM#KS, Al 1 » é%c-LE: tt
l

far"ois non

% =
Var = [dg—‘t’A] est la vitesse du point géométrique A dans le référentiel R
R

e
Vaes/r est la vitesse du point A appartenant au solide S dans le référentiel R




3 Quelques notions autour de la masse des solides
3.1 Définition
Un systéme matériel S est constitué d'un ensemble de points

M de masse élémentaire dm. La masse mg de ce systeme
est donc :

mg = f dm (en kg)
Mes

ba X

On calculera souvent la masse infinitésimale dm a partir de la masse volumique du solide considéré notée p et son

volume infinitésimal dV. On a effectivement dm = p.dV avec p en kg/m?>.

3.2 Centre d’inertie - centre de gravité

On appelle centre d’inertie (ou centre de gravité) du solide

S le point G qui vérifie la relation :

— —
J GM-dm= 0
MeS

Ou encore :

ﬁ A retenir

— 1 —
G=—-f OM -dm
m  Jues

Avec O un point quelconque et m la masse du solide.

3.3 Masse d’un ensemble de solides

S
La masse est additive. Cela signifie que la masse my, de
I'ensemble = = {S;,S,, S3, ...} s’écrit:

my :m1+m2+m3+... (en kg)

Ot les m; sont les masses des solides S;.

3.4 Barycentre (ou centre de gravité) d’un ensemble de solides

On pourra également calculer le centre d’inertie ou le barycentre, noté Gy, d'un ensemble de solides 3 = {S;,S,, S5, ...}

fg A retenir

nb de solides

Ot les m; sont les masses des solides S; de centres d’inertie respectifs G;.




3.5 Centre d’inertie d’un solide a symétrie matérielle

g A retenir
Si le solide présente un élément de symétrie matérielle, alors le centre de gravité appartient a cet élément
de symétrie.

On parle de symétrie matérielle si le solide présente une symétrie géométrique et une symétrie du matériaux.

Point de symétrie Axe de symétrie
G appartient
a cet axe

Plan de symétrie Axe de révolution

G appartient
| a cet axe

G appartient I
a ce plan

! Vue en coupe

3.6 Meéthode pour la recherche d’un centre d’inertie

Pour trouver le centre d’inertie d’un solide qui n’a pas de formes élémentaires et de plan de symétrie, il faut décomposer
celui-ci. La décomposition doit permettre de déterminer directement la position des centres de gravité de chacun des
solides élémentaires. Pour exemple, le solide S ci-dessous a été décomposé en trois solides élémentaires S,, Sy, et S..
La recherche du centre de gravité pour chacun des trois solides est immédiate. Il ne reste qu’a utiliser la formule du

barycentre pour déterminer la position du centre de gravité de 'ensemble.
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Eg Application : détermination du centre d’inertie du chassis de la voiture
On souhaite déterminer le centre d’inertie G, du chassis de la voiture. La géométrie de ce chassis est donnée

sur la figure ci-dessous. La géométrie, représentée sur les figures ci-dessous, a volontairement été simplifiée.
On donne également les indications suivantes :

o Le chassis est composé d'un matériau homogéne de masse volumique p.
e Le centre d’inertie d’un triangle se situe au tiers de chacune de ses hauteurs.

o - L . 4R . .
o Le centre d'inertie d’'un demi-disque se situe a une distance oy de sa base (ou R est le rayon du demi-
i

disque.
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4 Simplification du torseur cinétique

Le torseur cinétique a déja été défini dans la partie précédente. Pour un solide S dans un référentiel R, ce torseur s’écrit,

en un point A quelconque :

RN
?S/R = J V Mes/r-dm
_ MeS
{6sr} = . .
UA,S/R = AM AN VMes/R.dm
A Mes

4.1 Cas de la résultante

Le plus simple est de partir de la définition du centre d’inertie d’un solide, puis de la dériver par rapport au temps. On

obtient ainsi, pour un solide S, de masse m et de centre d’inertie G :

— — d r— d —

m-0G = J OM -dm = m-—[0G] = —U OM-dm]
Mes dt R dt | Jyes R
= m-V, J d [O—M)] dm

* VGes/r = - :

mes At R

e — —
= m - Vges/r = Vimes/r - dm

Mes

On obtient donc finalement :

:! A retenir

SN e
Ps/r =m- Vges/r
— .- 7 \
® Dpg/r : quantité de mouvement de S par rapport a R en kg.m/s
e m : masse du solide S
% . . . by by
® Vges/r : vitesse du centre d’'inertie appartenant a S par rapport a R

4.2 Cas du moment

Concernant le moment cinétique, on peut écrire :

— > — —_— = —
AM AVyesyn-dm= | AM A(Vaeg/n + MAAQgpg) - dm
MeS MeS
—_— — [ — —_— —
= | AMAViegr-dm - AM A (AM A Qg)z) - dm
MeS JMES
— _ [ — —_— —
=( AM-dm)/\VAES/R + AM A (Q5/n AAM ) -dm
MeS JMES
—_ — [ — —_— —
= m-AG A Vjes + J AM A (Qg/n ANAM ) - dm
MeS

Le terme de gauche est relativement simple. Pour le terme de droite, la présence de l'intégration laisse présager des
calculs laborieux. Les résultats qui suivent seront "admis" d'un point de vue mathématique puisque vous ne maitrisez

pas encore les outils nécessaires (cours de maths). Une relecture en fin d’année pourra étre bénéfique.

10



Ty = Ty 4 . . 7. Lo ’ 7 . s L . 7 .
Le terme AM A (QS /R NAM ) - dm est une opération linéaire (composition d’opérations linéaires : intégration et

MeS
produit vectoriel). Il est donc possible de I'écrire comme le produit d’'une matrice que I'on appellera matrice d’inertie
—
de S en A et du vecteur {25 /. Cette matrice d’inertie ne dépend que du solide étudié (mais se définit en un point).
Sachant que cette matrice d’inertie ne dépend que du solide étudié, ce sera donc une donnée du probléeme (tout comme

la masse du solide par exemple). On a donc :

— —_ — —
AM A (Q/p AAM ) - dim =1(A,S) - Qg )z
MeS

On peut donc finalement simplifier ’écriture du moment cinétique :

g A retenir

5 — — —
Oas/r =I(AS) - Qg/p +m-AG A Vyegr

® 0,g/r : moment cinétique en A de S par rapport a R en kg.m?/s
I(A,S) : matrice d’inertie en A du solide S en kg.m?

Qg : vitesse de rotation du solide S par rapport a R en rad/s

—_— >
® Vjcg/g : vitesse du point A appartenant a S par rapport a R en m/s

4.3 Récapitulatif

On a donc montré que, pour un solide S de centre d’inertie G dans un référentiel R, le torseur cinétique s’écrit, en un
point A quelconque :

5_5 A retenir

— e
{6s/r} = { - > :m.VGES/—’R — —
o} =
A\ Oasr=1(A5) - Qg/p +m-AG A Vaes/r

Ce torseur cinétique possede bien évidement la propriété de transport du torseur, on a donc :

—_— — 57—
OB,s/R =0as/R + BAADPs/r

4.4 Détermination de la matrice par méthode calculatoire

On a donc été capable de simplifier ’écriture du torseur cinétique. Cette simplification a cependant fait intervenir la
matrice d’inertie dont I'expression reste encore, pour le moment, inconnue. On sait simplement que cette matrice est
la représentation d’'une application linéaire intervenant dans le calcul du moment cinétique. Il est donc nécessaire de

la définir plus en détail.

<\

\Solide S
X
0
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x w
. \ )y L4 . % % * . é
On considere dans le repere lié au solide S : AM = |y | et Qgp = |w, |, il faut donc calculer f wesAM A
b4 w,

—) % . . ..
(QS /R NAM ) -dm. On pourra ensuite identifier I(A, S) sachant que :

— — — —
I(A,8) - Qp=| AMA(QgrAAM)-dm
MeS

Commencons les calculs...

Wy x Wy Z—w, Y
—_ —
QsprNAM = o, [ Ay | = | 0w X —wy -2
W, Z Wy Y —Wy X
On a ensuite :
X Wy Z2—w; "y a)x-yz—a)y~x-y—a)z-x~z—|—a)x-z2
—> _— — 9 2
AM/\(QS/R/\AM)Z YIAN| wyx—w, -2 Wy 2" =W, Y B W XYt Wy, X
Z Wy Y —Wy X wz-xz—wx-x-z—wy-z-y+wz-y2
y2+z2 —x-y —x-z Wy
=|—xy x*+2%2 —y-z w,
—x-z —y-z x’+y? W,
Il ne reste plus qu’a intégrer :
y2+22 —x-y —x-z
o L) o
I(A,S) - Qg = —x-y x“+z° —y-z [-Qgp-dm
MeS | _x .z —Y-2 xz+y2

Par identification, on obtient donc I'expression suivante pour la matrice d’inertie :

f (y2+2%)-dm —x-y-dm J —x-z-dm
s Mes es
I(AS) = T —x-y-dm (x%+22)-dm fw —y-z-dm
es MeS Mes
f —x-z-dm —y-z-dm (x2+y%)-dm
L JMes MeS MeS 4(xX,7.7)

4.5 Détermination de la matrice par passage a la limite
4.5.1 Moment d’inertie d’un point matériel par rapport a un axe

On considere ici un point matériel M, de masse m et un axe quelconque A. Le point M est situé a une distance r de
l'axe A.

12



Le moment d’inertie de ce point matériel autour de I'axe A est noté :

IA(M)=m-r?

Une premiére interprétation physique est possible. Lorsqu’un point matériel est en mouvement rectiligne, on comprend
bien que plus sa masse est importante plus il sera difficile de I'accélérer ou de le freiner. Lorsque ce point matériel est
maintenant en rotation autour d’'un axe, si on souhaite 'accélérer ou le freiner, on comprend également que d’une part
sa masse intervient mais également ’écartement entre 'axe de rotation et la position de la masse. C’est donc bien la

rotation éventuelle des solides qui impose d’introduire ce concept de moment d’inertie.

4.5.2 Matrice d’inertie

Dans le cas général, le solide en mouvement peut tourner autour des trois axes de I'espace. C’est cela qui nécessite
d’introduire la notion de matrice d’inertie. Considérons maintenant que le point M, de masse élémentaire dm, soit de

—
coordonnées (x, y,z) dans le repére (A, X, ¥, z ), cela signifie donc que AM =x- X +y -y +2- 2.

n
-

o

Solide S
]

le——F
T A

2
4t done -!.7\:_" ‘]L""'

On peut donc définir les différents moments d’inertie en calculant la distance de la masse a I'axe considéré :

e Moment d’inertie de la masse M par rapport a 'axe AX):dA=dm-. L. """"_‘"'L'JL"' -’l-.") cdm
e Moment d’inertie de la masse M par rapport 4 'axe (4, y) : dB=dm-.Lawt4.22)-dw
e Moment d’inertie de la masse M par rapport a l'axe (A, z’) : dC =dm - .L.a_,?-..*..“'.') . Swa

Il sera aussi nécessaire d’introduire les produits d’inertie (dont le sens physique est plus difficile a saisir) :

e Produit d’inertie de la masse M par rapport aux axes (4, y') et (0, z): dD=dm-y -z
e Produit d’inertie de la masse M par rapport aux axes (A, x)et(0,2):dE=dm-x -z
e Produit d’inertie de la masse M par rapport aux axes (A, x ) et (0,y): dF =dm-x-y

La matrice d’inertie de M, en A, dans la base (x, 7, ?) se définit donc de la maniére suivante :

dA —dF —dE
IAM)=|—dF dB —dD

—dE —dD dC F

7 7)

13



4.5.3 Matrice d’inertie d’un solide

Solide S

29

Pour obtenir les éléments de la matrice d’inertie en A pour le solide S, il suffit de passer a la limite en considérant que
le solide est composé d’une infinité de points M, de masse élémentaire dm. On a donc :

A —F -—E
I(A,S)=|—-F B —-D
—E —D C @7
Avec :
A=J (*+2%)-dm B= [, _(x*+2%)-dm C=f (x*+y%)-dm @)
MeS MeS
DZJ y-z-dm EZfMesx-z'dm sz x-y-dm 2)
MeS MeS

3)
4.6 Récapitulatif

La matrice d’inertie permet de prendre en compte le caractére inertiel des solides lorsque ces derniers sont en rotation.
La masse et la répartition de celle-ci ont une influence sur I’inertie en rotation. Il s’agit bien d’une matrice puisqu’il
peut y avoir trois rotations dans I’espace. Par exemple, il est plus simple de faire un tour sur soi-méme qu’un salto. Cela
s’explique simplement par le fait qu’a masse égale, votre masse est plutot répartie sur une ligne verticale (voir figure
ci-dessous).

—
<
<i

Peu d'inertie pour
une rotation
autour de cet axe

Plus d'inertie pour
une rotation
autour de cet axe

i
ot}

N{
N{
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Cette matrice représente la masse du solide mais aussi la répartition de la masse (c’est un calcul intégral). Cette
matrice sera donc une donnée du probléme. Elle est quasi-toujours donnée dans une base (X, Y, z') qui est

associée au solide considéré. Elle sera souvent exprimée de la maniere suivante :

A B &
IAS)=|—F B |[—D
(x,5,7)
Avec :
A : Moment d’inertie par rapport a I'axe (4, X)) D : Produit d’inertie par rapport aux axes (4, y) et (A, 2 )
B : Moment d’inertie par rapport a laxe (4, ) E : Produit d’inertie par rapport aux axes (4, X ) et (4, z)
C : Moment d’inertie par rapport a I'axe (A, z) F : Produit d’inertie par rapport aux axes (A, x ) et (4, )

2

L'unité des moments d’inertie, des produits d’inertie (et donc de la matrice d’inertie) est le kg * m

La notion de "moment" d’inertie n’a rien a voir avec la notion de "moment" dans un torseur.

Et C’est quoi 1 kg.m? ?
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R

It bq

v

uts

A,19435 w

e Nesw tombhdh— d' 4 kg

{;qu*‘-\{p cLe -Ql 0. Xe.

JL 30‘\'&.{’ Jﬂ- AM-
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5 Quelques notions autour de la matrice d’inertie

5.1 Simplification de la matrice d’inertie Con. % A trmv. <k
/ bw e, Qu(\._e lru.c\ug.
5.1.1 Petit rappel de mathématiques -
fi(x) =y, =x . 1‘\ = j %«L"\'A"" =0
p Fa0) =ys = L= -%o
COV\. % To‘“' -LE l?DI'UU,
/c ST-—LM‘"&
_XO X 1'0 ,——f——\
X
’ . 1 2= i 'g' L‘-"\ ) A had * ©
*t=- -No

5.1.2 Symétrie par rapport a un plan

On consideére ici le chéssis de la voiture. On cherche a simplifier la matrice d’inertie (sans calculer tous les termes).

On sait que :

|lqrh)
gaut kb \fme.Ul,
A. Mt“{c...‘:\‘av\ .

o [ T e opedhias
> [ ...A-\. = J j - CAL.A“A*‘
nech y= - L

(y +22). dm me = IMW

I(0,Ch) = MGM MeCh(x +2%)-dm fMeChMm

IMEM fMECthm JuecnC +y%)-dm X7

4

9 e dhnggie r«.w:h, A wotwnde 2

Ah""\'%\ sonk  biew lﬂg wordownis, A N da L ﬂt.‘ue (Ol""‘h)

wtﬂnan‘tmawiva.()n\'eh

» Une gwm .,..ifm,,\h. G A.o..“.d.(-, aJ ‘L&»« lo,w.“)

. " " " q A " (.°|“‘|1'-‘
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5.1.3 Symétrie par rapport a un axe de révolution

On considere ici une des roues de la voiture. On cherche toujours a simplifier la matrice d’inertie (sans calculer tous

les termes).

Modele  AY

On sait que :

fMeRar(y2+zz)~dm fMeRar—x~y-dm fMeR(—x;z/dm
I(Oyr,Ryr) = fMeRm —x-y -dm fMeRar(x2+22)~dm fMeRaMm
fMER —x=z-dm fMeRm/—w*dm fMeRar(x2+y2).dm (

<l
<l
o

-4 9 la we ri%*v‘
" une b'&"&% walivielle e ‘\"'“o(-(-, o) ‘LM-\ (olfn-'l::‘i'),

° " h n " ] A " (Ou-'_;i' ;‘:‘ /
o UwL hxm-ﬂ’u}. natindle de J‘{\lu\.‘:\p rq‘ I~WOJ{: o ﬂ' oyt (O‘U,:

0V  we  AndamAww e~ vokakion  adtour de L' o (Oar, ). Dn oJie

dome -

J Fodn j e
rleza( Nellay
doe J (“'L“\L)-Am - J (1}**})"&“‘
qt!&f Nelae
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R O“_ (:MQ_, thc. =

I_(Onfj Rﬁ-l\ = A o © . g_;cv,;*}g qre @ ~Lw H‘o\* -w,U,
° 8 0 | veloble  yow  tefle  beae
0O 0 b (-:, -, _\ Df{"\wuofwdz ducde  dok

—

Q,_ /L!L" w-ed:'-e,d( -'5{: " .

5.2 Matrice d’un point matériel

Soit un point matériel, noté p, de masse m et de centre

d’inertie G.
fg./‘\retenir
0O 0 O
I(G,p)=1[0 0 0
0 0 Of -,
(X’yﬁz)

Attention, la matrice n’est nulle qu’au centre

d’inertie !

5.3 Matrice d’un solide composé de plusieurs pieces

On pourra calculer la matrice d’inertie, I(A, 3), d’'un ensem-
ble de solides X = {S;, S5, S5, ...} au point A en additionnant
les matrices d’inertie de chacun des solides.

5_5 A retenir

I(A,S)=I(A,S1) +1(A,Sy) + I(A,S3) + ...

Bien entendu, il faut que les points soient les
mémes et que les bases de calcul soient les mémes

également.

5.4 Théoreme de Huygens

Ce théoréme permet de changer le point d’écriture de la matrice. Plus exactement, il permet de passer du centre
d’inertie G d’un solide S a un autre point A quelconque.

18



La plupart du temps, compte-tenu des symétries, on vous
donnera la matrice au centre d’inertie :

A —F —E
1(G,S)=|—-F B -D

(x,y,=)
Pour obtenir I'(A, S), il faut utiliser le théoréeme de Huygens :

5_5 A retenir

g I(A,S)=I(G,S)+I(G—A,S)

Avec :

e I(A,S) : la matrice d’inertie en A du solide S ;

e I(G,S) : la matrice d’inertie en G du solide S ;

e [(G — A,S) : la matrice de transfert de masse du point G vers le point A. Cette matrice est la matrice d’inertie,
écrite en A, du point matériel G associé a la masse du solide m.

Il faut commencer par calculer les coordonnées du vecteur

—)
GA=(x,—x6) X +(Va—Y) ¥ +(@a—26) F =Xga X +Yea" ¥ +2ca* %

—
X,

N 7 . \ _ —> 7
Ou X4, Y4, --- sont les coordonnées des points A et G dans le repere (O, Y, 2)etXga, Yoa €t 24 sont les coordonnées

du vecteur 6’4 dans la base (%, Y, z).

On a ensuite :

gl‘\ retenir
m-(yéA+zéA) —M-Xga*Yea —M-Xga*2cA
I(G—AS)=|—m-xgs: Yca m'(xéA+Z§A) —M - Yga*3GA
—M-Xga Zga —M-Yea-Zoa M- (XG+YE,) 77

fAttention !

% Cette relation n’est valable que si G est le centre d’inertie de la piece.

Les matrices doivent étre exprimées dans la méme base.

— —
Remarque - At:l = - Q& k dow Yy = - “aa

Gl Kl o @& n demge dow pe b feoe
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5.5 Application : calcul de la matrice d’inertie de ’ensemble {chéassis, moteur}

On donne, en kg - m? :

e la matrice d’inertie du chassis en G, son centre de gravité,

415 0 0
I, (Ch)~| 0 1350 0
0 0 1247

(X.7.%)

e la matrice d’inertie du moteur en Gy;,,, son centre de gravité,

650 0 0
Ig,. (Mot)~ | 0 520 0

0 0O 210
(x,y,2)

7 \ 7 . \ —_ — —>
On donne également, en metres, les coordonnées des points Gy, et Gy, dans le repere (O, X, ¥, 2) :

1.5 0
—_ —
OGyar ~ | 0.75 et 0Gg, ~ | 0.85
O lzv=) O lzv=

Le chéssis a une masse m¢;, ~ 815 kg et le moteur a une masse my;,, ~ 510 kg.

Chassis : Ch

Calculer la matrice I, ({Ch,Mot}).

(\]o{( {(A du Aac.\
6 Exemples

6.1 Chassis de la voiture

Chassis : Ch On consideére les hypothéses suivantes :

e Le chéssis est en translation rectiligne et se déplace
A une vitesse v(t) dans la direction x .

e Sa masse est m;, et sa matrice d’inertie est :

A, O 0
I(Gep,Ch)=1| 0 Begp, O

Sol: 0 0 0 CCh (7’7’?)
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55 Calcul du torseur dynamique en G, du chassis par rapport au sol ?

-—

° e\"‘ckpo = W,

Gumecw,
- ‘[1 _ d —
> Gueenls = A_- ‘(che.c.ma
&
o
= -.i_- (_\I;l: o
dt
-, — - —
= . w Jewn.(, KAC—\!«: = MC\'_.\I - W

— — -_
J —
e Sewn e = L"elu..mo)o o l\lc\u\/:, N ‘[Gla.eu\k,‘

' dt =
= O
— —_)
B oo = TLE O g, v G ‘-:rt'au\{—.t‘.kla
=3 sl 2. \'\'o.,.,ﬂo_{\'ov\
—)

ol

Done %au, Cho =

6.2 Roue de la voiture

On considére les hypothéses suivantes :
e La cinématique de la roue est définie par :

é %
QRar/O =w:* 2z

—)
Vo er, /0 =v(t) X

MRy, 0} = {
Oﬂr

e Le rayon de la roue est R, sa masse est my_, son

” . L . )
Roue arriére : R,, centre d’'inertie est O,, et sa matrice d’inertie est :

O
ARa, 0 0
Sol - 0 I(Ogr,Rqr) = 0 BRH,
0 0 C —
R 1(%,7,2)

e Il y a roulement sans glissement en A.

21



55 Donner la condition de roulement sans glissement en A puis I’exploiter ?

A l'instant A l'instant t

A l'instant t, du contact quelconque

B(to) € Ry

...... Trajectoire du
point B € Ry,

Lo A b ius : _—

ok K e ‘oiuk b wdad (tkim:thﬁuuwl: &i&m de oz M»Cé:u.\.
1\ ..\ n roltmbel  sawg *’Wﬁk N -k whe far & O ;hor,,_.‘_.(_

\“.\ﬁ.gula = —;

Vou eta o+ F0ns x Ny,
\[-‘-l:. + K:(A Lw.;}

]

roh * J;ee_hr ID - 0

- N. -'\l: % L . )_t:
Doune J= - kw ek om ML(&;.A“. 1\,‘!_ J= -r/_ E.w o) L e

ﬁ Méthode de calcul pour déterminer le moment dynamique en A de la roue par rapport au sol

T (on, ?.N)\
‘Bu,fo{la
“U\WW _
L (&, K_o.r) gonr, Rovf bo
YK, Rasfo

[

O

A Rar /s
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—p

55 Méthode 1 : Calcul du moment dynamique en A de la roue par rapport au sol ?

-‘, — P —
rou.l-w'/o = Flow ). Ly * mrar Oof Oar Jou eRrpo
- ° '1
Aoe @ 0 0 )
o %y o 0 O
D 0 C - w
'Y K.”ll*-) UC'.:{.:') l C_h‘.u J(-;\_‘
= Cq_“w _-}:
S Sow.‘z‘f[o = I'l-: v--131'4'| P-oflol'b Y PPRR l_’bu’/a A \IONE‘_'(/_‘,’\
T =-<_D, LenS :,.. \"\‘kﬂl\ﬂ.ﬂ.
= CL“ w.3
-— - — -— - —y ':"'
° SNM/{: T Tone /s T Aow o R‘Jw/o oY ua.u/a = MLy Ol
T - = \7 ezl - ¥X
Avec Tlo..r Lo 4t °nr£.¢-:lo1 TS o ]=
— . _
Done S‘HV-J{Io = C’"-w W.3 o+ ?-.T]’ A ( T
= (Cree iy g R (b V= - R.J)
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55 Méthode 2 : Calcul du moment dynamique en A de la roue par rapport au sol ?
« Do v:\ . TO“.M/@ = Cq_“bJ.-L
Ry
2 2 = =
. le\f\'h; ',‘ﬂ_w/o oM"’-ﬂ[; + koﬂf ~ rv.“b
- — M?-"ﬂ( -V :
= Cppowz- mp  Rou
= (Chw + wew R¥) 0.2 .
J.w
— —_—
‘¢ . = — \ T, \ " .
° ?\n':- %"ll-ﬂlﬂ m ( ey /o o v Cag o ‘\(-O‘Jel‘(l:
NI
= (Clw S \hg_“. K‘L) v. %
fAttention !
] —
Il'y a 2 cas ot il faut faire trés attention au calcul de Vy :
e Points de contacts (vu précédemment).
e Point qui n’appartient pas physiquement au solide (voir exemple ci-dessous).
- Y i —_
I \l = \’o €t 0
e Lu 0, &1/, o €1/a 0 &1l
—_— i _— -
v \loo €1y C JCG-"IA + Ol _n'”“
-_—
- ..- #- ©
- - —_
‘!" \l%ﬁ’\b = e % Ho

on\.(. J;b [ 1_13 :f. f_).’

e MiS \JDn/o = ° cad Op 1t e "»mt'

%lu. dans L ‘t’-‘;—"- (01),;3!:\7!:)’
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7 Premiere application

ﬁ Résolution du probléme : la voiture peut-elle faire le tour du looping ?

Situation la plus défavorable

Géométrie voiture
Chassis : Ch

Moteur : Mot

Centre de gravité de la voiture

..: Centre de gravité du moteur
Centre de gravité de la roue avant
Centre de gravité de la roue arriére

: Centre de gravité du chassis

: Masse de la voiture

. Masse du moteur
Masse de la roue avant

, : Masse de la roue arriére

. : Masse du chassis

2222200000

Roue arriére : Ry, Roue avant : R,

Yv

Ny
b

Entrée looping —— — Sortie looping

Hypotheses :

e La voiture compleéte, notée ¥, est composée de son chéssis, de ses roues et de son moteur. Elle est, dans le pire des cas, en haut
du looping. La structure fixe du looping est notée 0.

e La voiture complete a une masse M = 1360 kg. On suppose que le centre de gravité de I'’ensemble est Gy,. L'inertie et la masse
des roues sont négligées. La matrice d’inertie de 'ensemble V = {chéssis, moteur} est la suivante :

A, 0 0
(G, V)=|0 B, 0
0 0 C

Y& wE)
e On considére que I'ensemble V se déplace a une vitesse constante v dans le looping et que son torseur cinématique est le

suivant :
p— .—

Quo=az .V
{"VV/O} = { —>/ — avec a= -
6y \ Vogev/o = VX, r
- - — — a3 — —
e AB=1Lx, ; AGy, = %xv +hy, ; GysB = %xv —hy,
e On considere des contacts ponctuels unilatéraux au niveau des contacts roue/sol. Compte-tenu du rayon important du looping,
< 1y .. —
on considére que ces liaisons ponctuelles sont de normale y,. On aura donc :

— —

A T B T
A A=Yy, B B =Y.y
{0—xt= ¢ S = 0—>3x}= { o= %
A_=0 B _=0
A A 05T B B,0—%

Question 1 : Donner les conditions a respecter pour respecter les contraintes d’unilatéralité.
. . - —> A
La voiture reste en contact avec lesol si: R A _ -y, >0 et donc Yy;, > 0.
0—X
N . B
De méme, il faut que Y. > 0.

Question 2 : Donner la/les stratégies d’isolement afin de déterminer la vitesse V afin de respecter les contraintes
d’unilatéralité.
J'isole la voiture compléte 2 soumise aux actions mécaniques extérieures suivantes :

oOi)Z
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°0 i > gﬂ:{e"\!-lwb( ﬂma-aiﬂl.-ih

e poids — X

—

s . sk 7 N . . —>
Pour déterminer Y(‘;‘Z, j'écris le théoreme des moments en B et en projection sur 2. }
—

_)B,oi»; E A_/I)B,oiz E A_/iB,poide T = ....8.35.,3.,3..- X
/
Enstnble  iwsle
- — —y — —r - - ) k
'48‘0 —."‘L A rl\*if)‘—*ﬂf_.l + LE&.\ tu‘oz“q.\\l. = - L'\[eb
=-L.%3
T+ (Bay ~ (- "\“\\ T = -k Mg
T 1,,
* F\G ?A'—':f_ "\(-.\5 ‘u\.—a 5
=.Lt. 1.4 + k. 'y
1
= L.w - l\.'“" (dawns & R o
- by : o= A0)
T nT . s % $ T . 8 Py
. SB|L'G - = %E.Jlo ¥ * I_g,‘ﬂ‘m av. Jo . l %‘IN‘; an . b

=0 = O

Con " e ab|sy Ava(Re "‘L‘L 'a&:.. (CQY

—

® O (Eas.. ~ Q‘Lu:.\ -

“J‘O ) - G‘!q \I'b

o |
#J
|

—_— - _ d — . : ‘ —_— 1" ' :
v SG‘L,\IL; =2 = [r‘%s.,v'b] - v (P\ \!Cﬂ‘ua ~ Gyt \ﬂ:)

d¢ N
:'J T ea m wibewe
3 &t {Av.z
cla.-, L -\LYZ\L 0

d ;:5\1 v -1 = (I’Lﬁtrq\'idlo\'; * [l‘\.&,&q‘ ~ ‘l@ltﬂ“b\'*
/]

Ao 0 ° Yy

° By o 1 e

|.° O o]y ° J
= ~ o-i:: C\I;b ;3:\: '=CJ;L=-C-J'i=t41—b
= 1, 2

[ev 2y
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fow  aVed v\og |

3 -0
A —y
A2 (Ve
de °
4 (o .
P\'J —'(."-J)a u..—?; _

Y
" . 3
= o < {(-‘—;:E-PL\UJ\A
3t
=—"—-£'F\-"E‘
L .on.
= Agq = -5 Ny
"
[£-al
1
a.\ k”\ dowe i"'% >0
done ¥ S 3.(L
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