Espaces probabilisés- correction des exercices

Exercice 1 — Deux joueurs J; et J» jouent aux fléchettes. Ils tirent alternativement sur une cible jusqu’a ce que

I'un des deux touche la cible. Le joueur J; joue en premier. Il a une probabilité p; de toucher la cible. Le joueur J,

a une probabilité p, de toucher la cible. On pourra remarquer que J; joue aux rangs impairs et J, joue aux rangs pairs.
Pour n €N, on note A, I'événement : « J; 'emporte aurang 2n + 1 » et B, I'événement : « J» 'emporte au rang 21 + 2 ».
On note aussi, pour i € {1,2}, G; 'événement « J; 'emporte ».

1. Calculer P(A;) et P(By,).

2. En déduire P(G,) et P(G»), puis la probabilité que le jeu dure indéfiniment.

3. Montrer que le jeu est équitable si et seulement si py = P

1-p1

1. L'événement A,, correspond au déroulement suivant : .J; rate la cible lors de ses n premiers tirs, Jy
rate la cible lors de ses n premiers tirs et J; touche la cible lors de son n + 1-éme lancer. On a dong,
les lancers étant indépendants,

P(4;)=(1-p)"(0—p2)";-

< >
De la méme facon,

P(Ba) = (1 p)" (1~ p2)"p2.

2. L'événement G s'écrit G; = U::) A, Les événements A, étant deux a deux incompatibles, on a

_+m — n = P
P(Gl)—gP(An)— 1-(1-p)1-p) m+pP2—D1D2

De la méme facon,

e _ mll-pm)  p(-p)
P(Gz)—gp(Bn)—1_(1_p1)(1_p2)_p1+p2—191p2-

L4 >

Notons T I'événement "le jeu dure indéfiniment”. Les événements G, G et I forment un systéme
complet d'événements et donc

P(G1) + P(Ga) + P(I) = 1.
Or,
p +p2(1 —p1)
P(Gh)+P(Gy) = ———"= =1.
(@) (G2) p1+p2— pip2

L4 >
Ainsi, P(I) = 0. Le jeu s'arréte presque sGrement.
3. Le jeu est équitable si et seulement si P(G1) = P(G2) c'est-a-dire si et seulement si

m
= 1-— — =
p1=p2(l —p1) m=1

L4 >

(bien sdr, si p; = 1, le jeu n'est pas équitable puisque P(G1) = 1).
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Exercice 2 — On lance un dé équilibré jusqu’al’obtention d'un 6.

Quelle est la probabilité que tous les nombres obtenus soient pairs?

On considére A, I'événement défini par “les n — 1 premiers lancers donnent 2 ou 4 et le n-iéme lancer
donne 6". L'événement étudié est A = | J, ., An. Ces événements étant disjoints, ona P(A4) =3 ., P(A,)
. Par indépendance des lancers, on a

n\"' 1 1 1
P(Aﬂ)_(g) XEZEX:}—“.

<

On en déduit que
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Exercice 3 — On consideére une suite infinie de lancers d'une piéce de monnaie, la probabilité d’obtenir pile
(notée P) étant p €]0,1[ et la probabilité d’obtenir face (notée F) étant g =1 — p.
1. Déterminer la probabilité de’événement A : «la premiere séquence PP apparait avant la premiere séquence FP ».

2. Pour tout n > 2, calculer la probabilité de I'événement B,, : «la séquence PF apparait pour la premiere fois aux
lancers n—1 et n etil n’y a pas eu de séquence FP auparavant ».

En déduire la probabilité de I'événement B : «la premiére séquence PF apparait avant la premiere séquence FP ».

3. Sur le méme modele, calculer la probabilité de 'événement C : «la premiere séquence PF apparait avant la pre-
miere séquence FF ».

1. Si cet événement est réalisé, alors la suite de lancers doit commencer par PP, sinon au moment ou
on obtient pour la premiére fois cette séquence PP, le lancer précédent est un F' et on obtient |a
séquence F'P avant la séquence PP. Ainsi, on a

P(A) = p?.

< >

2. Si By, est réalisé, alors les n — 2 premiers lancers donnent nécessairement P car s'il y avait un F
dans ces n — 2 premiers lancers, on obtiendrait la séquence F'P avant |a séquence PF'. Puisque le
n — 1-éme lancer donne P et le n-éme lancer donne F, on trouve

P(Bn) = Pn_lfI-

< >

Puisque B est la réunion des événements incompatibles B,,, pourn > 2, on a

+o0 +oo pq
PE) -3 P(B) - 3 - 2L .
n=2 n=2

< >

3. Comme précédemment, on va noter, pour n > 2, C,, I'événement : "la premiére séquence PF'
apparait aux lancers n — 1 et n et auparavant il n'y a pas eu de séquence F'F". On commence par
remarquer que P(C3) = pq (le premier tirage améne P et le deuxiéme tirage améne F). Supposons
maintenant que n > 3, et distinguons deux cas :
= soit la suite de lancers commence par F' Alors les lancers 2 a n — 1 sont des P, et le lancer n est
un F.
= soit la suite de lancers commence par P. Alors les lancers 2 a n — 1 doivent également étre des
Petlelancern estun F.
Finalement, pourn > 3, on a

P(C,) =ap" g +p" 'g=(p+a)p" 2a=1"""q

< >

On conclut que

+00
n— pq
P(C)=pg+ ) p 2«;':pq+—1_p = pg+p.

n=3
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Exercice 4 — Une information de type vrai/faux est transmise a I'intérieur d’'une population.

Avec une probabilité p, I'information recue d’'une personne est transmise telle quelle a la personne suivante.
Avec une probabilité 1 — p, I'information recue d'une personne est transmise de facon contraire a la personne suivante.
On note p, la probabilité que I'information apres n transmissions soit correcte.

1. Donner une relation de récurrence entre p;+ et py.

2. En déduire la valeur de p,, en fonction de p et de n.

3. En déduire la valeur de lirlln pPn. Qu'en pensez-vous?

1. On note I, I'événement : "l'information aprés n transmissions est correcte”. D'aprés la formule des
probabilités totales, on sait que

P(In1) = P(Lni|L)P(I) + P(Lun| L) P(T).

Mais, P(I,,;1|I,) = p (I'information doit étre transmise correctement) et P(I,Hl\ﬂ) =1—p
(l'information doit &tre mal transmise). On en déduit que

Prs1=PXpnt+(1—p) x (1 —pa)=(2p—1)pn+ (1 —p)-
< >

2. On a une suite arithmético-géométrique. Sa limite possible [ vérifie

I=2p—-1)xl+(1—p) — I=1/2.
< >

On pose alors u,, = p,, — % et on vérifie que (u,,) est géométrique de raison (2p — 1). En effet,

1 1 1
it = a1~ 5 = @ = Do+ (1= =5 - @1 (m— 3).

L4 >

On en déduit u, = (2p — 1)"ug avec up = pg — 1/2 = 1/2. On conclut que
1 1
= — 1+ —(2p— 1)~
=5 52 1)
< >

3. On distingue alors trois cas :
= Si p = 1, l'information est transmise presque slirement correctement, et p,, = 1 pour tout entier

.
= Si p = 0, l'information est presque sirement mal transmise, et pa,, = 1, pa, 11 = 0 pour tout

entier n.
= Sip €]0, 1], alors |2p — 1| < 1 et donc (p,,) converge vers 1/2. On n'a plus de traces de

l'information initiale!
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Exercice b — On joue a pile ou face avec une piéce non équilibrée. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile

2
est 3 Les lancers sont supposés indépendants. Pour n > 1, on note A, 'événement « apres le n-eme lancer, on a
obtenu pour la premiere fois deux piles consécutifs » et p,, la probabilité P(A,).
1. Déterminer la valeur de p;, p» et ps.

2 1
2. Montrer que 'on a, pour tout n > 4, p;,, = §pn_2 + gpn—l-

3. En déduire I'expression de p,, pour tout n > 1.

o~

+00
. Calculer Z pn. Interpréter le résultat.
n=1

1. On note P (resp. F3) I'événement on obtient pile (resp. face) au k—iéme lancer. L'événement 4,
est impossible et p; = 0. L'événement Ay est égal & P, N Py ce qui par indépendance donne

L4

De méme,
1 2
A3=F1ﬂpgﬂP3=}-p3=§(—) = —.

<

Pour py, cela se corse un peu !

1\*72\* /(1) /2\* 4
A4:FlﬂF2ﬂP3ﬂP4UPIHFQHP30P4 — p4:(§) (_) +(_) (_) = ===

< >

2. On s'inspire du calcul de py :

= si on a obtenu pile au 1er lancer et que 4, est réalisé, on a forcément obtenu face au second
lancer, donc avec une probabilité de 1/3. Puis il reste n — 2 lancers, et le premier "double pile”
doit arriver au bout du n — 2-éme. Ceci se produit avec une probabilité valant p,_s. On a donc
1 2
P(A,J.P]) = gpn_g et P(P]) = E
< >
= ou bien avoir obtenu face au 1er lancer. Il reste n — 1 lancers ou il faut obtenir le premier double
pile au bout du n — 1-&me, ce qui se produit avec une probabilité valant p,_;. On a donc

1
P(A,|F1) = pn 1 et P(F}) = 3
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D'aprés la formule des probabilités totales, on trouve :

2 1

Pn = gPn-2 + 3 Pn-1.

<

3. On a une classique formule de récurrence linéaire d'ordre 2. | ‘équation caractéristique
r? = 7/3 + 2/9 a pour solution 2/3 et —1/3. On en déduit finalement que, pour n. > 2, on a

2\" H —1\"
Pn=al g B 3 e
On détermine « et B en testant sur les premiers termes (p; et po). On obtient :
B 2 ntl N 4/ —-1\"
=13 3\ 3 )"

4. En utilisant la formule donnant la somme d'une série géométrique, on obtient

+00
> . pn
n=1

<

L4

3

©|

4
2+)<

2 -1
3 3

il = 3 1
—4><3 4><3
9 9 4

1.
<

Notons E I'événement "On obtient au moins deux piles consécutifs”. L'événement E s'écrit
E= U:: A, et les événements A, étant deux & deux incompatibles, on trouve

P(E) — +fp(}x") _L
n=1

Presque slrement, on obtient deux piles consécutifs.
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Exercice 6 — Des joueurs Ay, A, ..., Ay, ... s'affrontent de la manieére suivante : chaque manche oppose deux

1
concurrents qui ont chacun la probabilité — de gagner. La premiere manche oppose A; et A, et, al’étape n, sielle a

lieu, le gagnant de I’épreuve précédente affronte le joueur A4 ;.
Le jeu s’arréte lorsque, pour la premiere fois, un joueur gagne deux manches consécutives.

1. Quelle est la probabilité que I'étape n ait lieu?

2. En déduire que le jeu s’arréte presque stirement.

3. Quelle est la probabilité que le joueur A,, gagne?
1. Notons E, I'événement "la n-iéme étape a lieu”. On a P(E;) = 1 et P(E5) = 1. Ensuite, pour
n > 3, silan — 1-iéme étape a eu liey, il y a une probabilité 1/2 que I'on s’arréte la (le joueur qui avait
remporté la manche précédente remporte une deuxiéme manche consécutive) et une probabilité 1/2
que I'on continue. Ainsi, P(E,) = %P[Eﬂ_l) d'oll I'on déduit que, pour toutn > 2, on a

1
P(En) = 5.
2. Notons F, I'événement : “Le jeu s'arréte a |'étape n". On a
1
P(F,) = P(E,) — P(E,1) = gn 1
< >

sin > 2, et P(F}) = 0. Les événements F}, étant incompatibles, on en déduit que

+o0 +co +0o 1
P (U F,,) =) P(F)=) — =1
n=2 n=2 n=2 2
< >

Ainsi, le jeu s'arréte presque slrement (avec une probabilité 1).
1

\ e . 1 _ 1,
3. Remarquons d'abord que la probabilité que A; ou que Az gagne vaut 5 x 5 = 4 (il faut que Ajet

A» gagnent les deux premieres parties). Pour n > 3, A,, joue si et seulement si I'étape n — 1 a lieu, et

2:73. Et lorsque A, joue, il a une probabilité 1/4 de gagner.

donc A, joue avec une probabilité valant

En conclusion,

P(A, gagne) = EP(AR joue) = P
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Exercice 7 — Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une série de

tirages aléatoires d'une boule jusqu’a obtenir une boule noire. A chaque tirage amenant une boule blanche, on replace
la boule blanche puis on multiplie par 2 le nombre de boules blanches présentes dans I'urne apres la remise de la

boule, puis on procede au tirage suivant.
Lobjectif de I'exercice est d’évaluer la probabilité de ne jamais obtenir de boule noire, et de déterminer en particulier

si cette probabilité est nulle.
1. Etude pour un nombre fini de tirages. Pour n > 1, on note B, 'événement : « Les n premiers tirages ont lieu et
n’ameénent pas de boules noires ». On note u;, = P(B;,).

(a) Démontrer, sans chercher a calculer u,, que la suite (u,,) est convergente.

n—1 2](7
(b) Démontrer que u; = .
que tn ,}:[Onzk

2. Etude al'infini. On note By, 'événement : «'expérience ne s’arréte jamais ».

(a) Démontrer que P(By,) = lim uy,.
n—+oo

n-1
(b) Vérifier que —In(u,) = Z In(1+ 2_k).
k=0
(c) Démontrer que la série Z In(1+27%) est convergente.
k>0
(d) En déduire que P(By,) > 0.

2.

2.1. Ona B,1 C B, etdonc 2,1 < Uy, La suite (u,) est donc décroissante. Comme elle est

minorée par 0, elle est convergente.

2.2. Fixons k > 1 et calculons la probabilité P(Bg|B; M- - N By_1). Au k-iéme tirage, on a 1

boule noire et 25~ boules blanches (puisqu‘on multiplie par deux le nombre de boules blanches

a chaque étape). La probabilité de piocher une boule blanche est donc de 2"71/(1 + 2"71]. Ona

donc

k-1
1+2
< >
Maintenant, par la formule des probabilités composées, on a
P(B,) = P(Byn|By1NBp_2N---NB1)P(By1|Bn_2N---NBy)--- P(By|B1)P(B1)
= =
o 11+2

< >

3.

3.1. Ona By, = [, By De plus, la suite d'événements (B,,) est décroissante pour l'inclusion.
On en déduit que P(By) = lim, P(B,,) = lim,,_, | o tn.
3.2. Par les propriétés fonctionnelles du logarithme,

n—1 k
~ In(un) = —ln(z—)

< >
3.3. Lasulte In(1 + 2_") est toujours positive. On a aussi que

In(1+27%) ~ 0 275
< >

De plus, la série 3, 2 * ast convergente. Donc par comparaison la série >rIn(1+ 2 *) est

convergente.

3.4. Draprés la question précédente, il existe un A € R tel que In(u,,) tend vers A. Par continuité

de la fonction exponentielle, 1, — e* > 0. Et P(By,) = lim, u,, = e*.

Chapitre 8 - Espaces probabilisés - correction des exercices 8



Exercice 8 — Une urne contient une boule blanche. Un joueur lance un dé équilibré a six faces.

S’il obtient un six, il tire une boule dans 'urne, note sa couleur et I'expérience s’arréte.
Sinon, il ajoute une boule rouge dans I'urne et répete I'expérience.

On admet 'existence d'un espace probabilisé (2, «/, P) permettant I'étude de cette expérience.
+00 4.1

On admettra et on utilisera le résultat suivant : Z — =—-In(1-x), pour toutx €] —1,1]
n=1

1. Quelle est la probabilité que le joueur tire la boule blanche?
2. On suppose que le joueur a tiré la boule blanche.
Quelle est la probabilité qu’il n'y ait pas d’autres boules dans 'urne?

On introduit les événements suivants :

— A, =«Lejoueur obtient pour la premiere fois un six lors du n-iéme lancer »,
— Ao = « Le joueur n’obtient jamais de six »,

— B =«Laboule tirée est blanche ».

Ona:
1(5\"!
P(An):g(a) et P(Ax)=0

On utilise la formule des probabilités totales en identifiant un systeme complet d’événements adapté a I’étude.
Les événements A, (avec n € N*) et Ao, constituent un systeme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne :

+00

P(B)= ) P(B|Ap)P(Ap) +P (B Ax)P(Ac).

n=1
1
OnaP(B|Ap) = - car, si le tirage de la boule a lieu aprés le n-ieme lancer du dé, 'urne est constituée de 1 boule
blanche et de n — 1 boules rouges. De plus, P (Ax) =0, donc P (B | Ax) P (As) = 0. On obtient donc:
1 15" 1%®1(5\" In6
P(B) = Z - —(—) == Z ( ) = % ~0,358 2 107> pres.
n 1

11 s’agit d’estimer la probabilité d'une cause : on utilise la formule de Bayes . Avec P(B) >0,on a:

P(B|A)P(A) 1xg 5
P(B) B lng ~ 6In(6)

P(A1|B)= ~ 0,465 2 1073 pres.
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Exercice 9 — Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire dans cette urne une boule,

on note sa couleur et on la remet dans I'urne accompagnée de deux autres boules de la méme couleur.
On répete cette opération indéfiniment.

1. Quelle est la probabilité que les n premiéres boules tirées soient rouges?

2. Justifier qu'il est presque stir que la boule blanche initiale sera tirée.

On pose Ay = Q et, pour n € N*, on introduit I'événement : A, = « Les n premiéres boules tirées sont rouges ».
2n-1
P(Ag)=1et, pourtoutn > 1,P(A, | Ay-1) =

et, si’événement A,_; est réalisé, l'urne est constituée d'une boule blanche et 2xn — 1 boules rouges lors du n-ieme
tirage. Sachant A, = Agn A;N---N Ay, laformule des probabilités composées donne :

n n n2k-1
P(An) =P(A0) [[ P(Acl Arn--n Ak = [ P(Akl Ap-) = [ ——-
k=1 k=1 k=1 2k
En exprimant le produit des entiers pairs et des entiers impairs a I’aide de factoriels, on obtient :
-1
P(A) = 2n)! B 1 (2n
)= Z2nianz “ 4\ n|

On étudie I'’événement contraire en déterminant la limite de P (A,) par la formule de Stirling.
Les événements A; constituent une suite décroissante et I'on a, par continuité monotone :

+00
P (,DOA") = nngP(An).

Al'aide de la formule de Stirling, on obtient :

1 n\n
P4,) ~ ———0 car n! ~ Znn(—) .
n—+oo (/yrpn nh—+oo n—+oo e

L'événement « Tirer indéfiniment des boules rouges » est donc négligeable, tandis que I'’événement contraire, il est
presque sir que la boule blanche initiale sera tirée.
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Exercice 10 — Dans une population, la probabilité qu'une famille ait 7 € N enfants est donnée par :
271
Pn= p” avec a>0.

1. Déterminer la valeur de a.

2. Une famille comporte au moins un enfant. Quelle est la probabilité que la famille ait exactement deux enfants?
3. Calculer la probabilité qu'une famille comporte au moins une fille.
4

. On suppose qu’'une famille a au moins une fille.
Quelle est la probabilité que la famille soit constituée de deux enfants exactement?

Lasomme des p,, vaut 1. Pour n € N, introduisons I'événement de probabilité p, : A; = « La famille comporte n enfants ».
La famille (A;) ,en constitue un systeme complet d’événements et donc :

n +00 2n

+00 +00 2
1=P@Q)=) P(Ap)=) a—=a) —.
n=0 n=0 T n=0 1
On reconnait dans le dernier membre une somme exponentielle, et 'ona: ae’=1 donc a=e 2.
Lorsque P(A) > 0, on a par définition :

P(ANnB)

P(B|A) = PA)

Puisque A, entraine Ao,

P(4z17) = P20 %) _P) _ p

P(4) P[4 T-po ee-1

Notons F I’événement « La famille comporte au moins une fille ».

Un événement s’exprimant par « au moins un(e) » invite a considérer I’événement contraire, qui s’exprime par
«aucun(e) ».

Lévénement F signifie que la famille est uniquement constituée de garcons.

Les (Ap) ey cOnstituant un systéme complet d’événements, on peut utiliser la formule des probabilités totales :

+00

PE) =Y P(ﬁ| An)P(An).

n=0

1
Lorsqu’une famille comporte n enfants, la probabilité que celle-ci ne comporte aucun gargon est e

On peut alors poursuivre le calcul :

— Jio 1 T 1
P(F) = —pn=a —.
n=0 2" n=0 n!

On reconnait encore une somme exponentielle, et 'on conclut :

P(F)=ae=e™' puis P(F)=1-e!'~0,63221072 pres.

Sil’on souhaite calculer une probabilité conditionnelle P(A | B) et que I'on a plus facilement accés a P(B | A),
on emploie la formule de Bayes.
On sait que :

- 1
P(F|A2)=1—P(F|A2):1—Z:

= w

Par la formule de Bayes,

P(F|A)P(A) $x2a 3

P(A21 )= P(F) “1-e1l 2ee-1)

~0,321 21073 pres.
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