Variables aléatoires - exercices

Exercice 1 — On lance une piece de monnaie dont la probabilité de tomber sur pile vaut p. On note X la variable

aléatoire correspondant au nombre de lancers nécessaires pour obtenir r fois pile. Quelle est la loi de X ?

Il est d'abord clair que X prend ses valeurs dans {r,7+ 1,..., }. Soit k > r. Remarquons que si X = k,
alors le dernier lancer est un pile. Pour les lancers précédents, on a obtenu r — 1 fois pile, parmi k — 1
lancers. Le nombre de tirages correspondant a X = k est donc (ﬁj) La probabilité de chague lancer est
p"(1 — p)* . On en déduit que :

Pax -k = (FDwra—nt

Exercice 2 — Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0, 1[. Soit a, b € N*.

P(X>an
Etudier la convergence et éventuellement calculer la somme de la série Z ¥
=1 P(X>bn)

On commence par remarquer que si a < b, alors I'événement (X > bn) est contenu dans I'événement
(X > an). Ainsi, P(X > an)/P(X > bn) > 1 et |a série est grossiérement divergente. Supposons
maintenant @ > b. On commence par calculer, pour k > 1, P(X > k) :

—
. - q _
PX>k) =) PX=7)=) ¢ p=p7— =d"
2k =k g
<

ol on a noté comme d'habitude ¢ = 1 — p. On a donc, pour toutn > 1,

P(X > an)

S
P(X > bn)

<
On a donc affaire & une série géométrique de raison g®® €]0, 1]. La série est convergente et
X P(X > an) =

ZP(X>fm, Z “ b)ﬂz

qa—b.
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Exercice 3 — On dit qu'une variable aléatoire est sans mémoire si elle est a valeurs dans N*

et si pour tous k,n e N*, ona P(X > k+n|X >n) = P(X > k).
1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0, 1[.
(a) Pour tout m € N, calculer P(X > m).
(b) En déduire que X est sans mémoire. Interpréter ce résultat en termes d’épreuves de Bernoulli.
2. Réciproquement, soit X une variable aléatoire sans mémoire. On pose g = P(X > 1).
(a) Démontrer que, pour tout n€N*, ona P(X > n) = g".
(b) En déduire que X suit une loi géométrique de parametre p=1—g.

1.
1.1. Notons g = 1 — p. On sait que, pour tout k € N*, on a P(X = k) = pg® L. On en déduit
que, pour tout m € N,
+o0 pqm
P(X >m)= 22 g™,
( )= Y rq T ¢
k=m+1
< >
1.2. On commence par remarquer que (X > k+n) N (X > n) = (X > k+ n). On en déduit
que
S x P((X > k+n)N (X > n))
>k+tnA>n)=
( | ) P(X >n)
P(X > k+n)
~ P(X>n)
qk+ﬂ
=—=¢"=P(X>k).
q
< >
La variable aléatoire X est bien sans mémoire. Interprétons ceci en termes d'épreuves de
Bernoulli. P(X > m) est la probabilité pour que, dans une suite d'épreuves de Bernoulli
indépendantes de méme loi, le premier succés arrive aprés la m-iéme épreuve.
P(X:m)(X > n + m) est la probabilité pour que, dans le méme cas, le premier succés arrive
aprés la n + m-iéme épreuve, sachant que les n premiéres épreuves ont donné lieu a un échec.
Dans ce dernier cas, on peut oublier les n premiéres épreuves dont on connait le résultat et
calculer la probabilité que le premier résultat arrive aprés m épreuves.
2.

2.1. Procédons par récurrence. Pour n > 1, on considére la propriété P(n) définie par

P(n) =“P(X > n) =q"".

< >

Initialisation : la propriété est vraie au rang 1 par définition de q.
Hérédité : soit n € N* tel que P(n) est vraie. Alors on a d'une part

PX>n+1X>n)=P(X>1)=gq

< >
et d'autre part

P(X>n+1)n(X>n)) P(X>n+1)

P(X > n) q"
< >

P(X>n+1|X >n)=

On déduit que P(X > n+ 1) = g" - q= g"**! et que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n > 1.
2.2. Pourn>1o0ona

P(X=n)=P(X>n-1)-P(X>n)=¢" ' —¢"=(1-q)¢" ' =pg""
< >

et donc X suit bien une loi géométrique de paramétrep =1 — q.
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Exercice 4 — Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson Z2(A).

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que la suite (P(X = k)) soit décroissante.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de k € N la probabilité P(X = k) est maximale?

Corrigé v
Pourtoutk € N, on a
P(X=Ek+1) A
P(X=k  k+1°

< >
La suite est décroissante si et seulement si ce rapport est toujours inférieur ou égal a 1. Il atteint sa valeur
maximale pour k = 0, et donc la suite est décroissante si et seulement si A < 1.
Ona
P(X=Fk+1) by
P(X=k)  k+1
< >
d'out
P(X=k+1)
——>1 +— k<A1
P(X =k)
< >

On distingue alors trois cas :
1. SiA —1 < 0, c'est-a-dire A €]0, 1], la suite (P(X = k)) est strictement décroissante, et donc son

maximum est atteint en P(X = 0).

2. si A est un entier, la suite est strictement croissante jusque A — 1, strictement décroissante a partir
de A et le maximum est atteint en deux points : P(X = X — 1) et P(X = A).

3. Si A n'est pas un entier, la suite est strictement croissante jusque |A — 1] + 1, puis strictement

décroissante ensuite. La valeur maximale est donc P(X = |A]).
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Exercice 5 — Une urne contient 3 boules rouges, 4 boules vertes et 2 boules bleues.

On tire 3 boules simultanément dans I'urne.
On note X le nombre de boules rouges obtenues et Y le nombre de boules vertes.

1. Déterminer la loi conjointe puis les lois marginales du couple (X, Y).

2. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant (X = 2).

Correction :

1. Lurne contient un total de 3+ 4 +2 =9 boules.

9
On tire 3 boules simultanément, donc le nombre total de tirages possibles est (3) =84.

Les valeurs possibles pour (X, Y) sont les couples (x, y) tels que x + y < 3, avec x€{0,1,2,3} et y€ {0, 1,2,3,4}.
Cependant, comme on tire 3 boules, x + y < 3.
La loi conjointe est donnée par :

() xy)

PX=x,Y=y)= 5
(5)
ol (3 ) est le nombre de facons de choisir les boules bleues.
Calcul des probabilités conjointes :
0[1][2]3[PY=))
3 i] 1 10
0 O | 85 | &1 | & &1
1 A T2 12 A0
emm Y 50
2 ? 511010 8—41
N A R
P(X=1) | &1 |51l 51l 5a
Lois marginales :
Pour X :
PX=x)=) PX=x,Y=y)
y
Pour Y:
PY=y)=) PX=x,Y=Y)
X
P(X=2Y=
2. Oncherche P(Y = y| X =2) = L& =2 Y =¥),
P(X=2)

D’apres la loi conjointe, on a:

12 18 3
PX=2)=PX=2,Y=0+PX=2Y=1)=—+—=—=—
84 84 84 14
Donc:
6 2o,
PY=0|Xx=2)=% == pPy=11x=2=5==
3 3 3 3
14 14
1
PY=0|X=2)=-
Laloi conditionnelle de Y sachant X =2 est donc: %
P(Y:1|X:2):§
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Exercice 6 — On tire simultanément deux boules dans une urne contenant 4 boules indiscernables au toucher

et numérotées de 1 a 4. On note U le numéro de la plus petite boule, et V le numéro de la plus grande boule.
Déterminer la loi conjointe de (U, V), puis les lois de U et de V.

Correction :

4
L'ensemble des tirages possibles de deux boules parmi 4 est o= 6.

Les couples (u, v) possibles sont ceux ol 1 < u < v < 4. Les valeurs possibles pour (U, V) sont donc :
1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4
Chaque tirage est équiprobable, donc :
PU=uV=yv= é pour chaque couple (u, v) ci-dessus.

Tableau de la loi conjointe et des lois marginales :

(i,v) | 2 13| 4| total

T[TT]1 1

1 — — — —

6| 6|6 2

11 1

2 N Z

6|6 3

1 1

3 — —

6 6
IT[TIT]1

total | = | = | = 1
6|32
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Exercice 7 — Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires suivant une loi uniforme sur {0,...,n
1. Déterminerlaloide X,laloide Y etlaloide X+ Y.

2. X et Y sont-elles indépendantes?

Correction :
1. Le couple (X, Y) suit une loi uniforme sur {0,..., n}?, donc pour tout (k, ¢) € {0, ..., n}?,

1
PX=kY=0)=——.
( ) (n+1)2
Pour déterminer la loi de X, on somme sur tous les ¢ possibles :
L L 1 n+1 1
P(X=k)= PX=kY=0= = = .
( ) [;0 ( ) [;)(n+1)2 (n+1?2 n+1

Donc X suit une loi uniforme sur {0, ..., n}. Par symétrie, Y suit aussi une loi uniforme sur {0,..., n}.

Loide X +Y:
On cherche P(X+Y = m) pour m € {0,...,2n}. Pour chaque m, on compte le nombre de couples (k, ¢) telsque k+¢ = m :

Nombre de solutions de k + ¢ = m dans {0, ..., n}?

P X+Y=m)=
( ) (n+1)2
Le nombre de solutions est :
m+1 sio<m<n,
2n—-m+1 sin+l1<m<2n.
Donc:
m+l io<m<n
—_— si ,
PX+Y=m=4 PFD o
) | 2nom+d sin+1<m<2n
——— si .
(n+1)2 S
2.Indépendancede X et Y :

Pour montrer I'indépendance, on vérifie que pour tout (k, ¢) € {0, ..., n}z,

PX=kY=0=PX=kP(Y=20).

Or,ona:

1 1
PX=kY=0=——, PX=kl=——, PY=0)=——.
( ) (n+1)2 ( ) n+1 ( ) n+1
Donc:

1 1

n+1.n+1: (n+1)2

PX=KPY=0= =PX=kY=2Y).

Conclusion : X et Y sont indépendantes.
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Exercice 8 — Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de parametres
respectifs p et g. Calculer P(Y > X).
L'événement ¥ > X est la réunion des événements disjoints X = k,Y > k, pour k allant de 1 & +o00. Par

indépendance des variables aléatoires X et Y, ona P(X =k, Y > k) = P(X = k) x P(Y > k). De plus,
puisque X et Y suivent des lois géométriques, on sait que

P(X=k)=p(1 —p)f et P(Y > k) = (1 —q)*.

On en déduit que

+oo
k1 r(1—q) P—pq
PY>X)= p(l—qg)((1 —p)(1—gq = = .
( ! g S=if=aii=o) 1-(1-p)1-q) prta—pg
L4 >
Exercice 9 — Soit X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes.

On suppose que celles-ci suivent une méme loi géométrique de parametre p €]0;1]. Déterminerlaloide Z =X +Y.

Les variables X et Y sont a valeurs dans N* donc X + Y est a valeurs N\ {0, 1}.
Pour neN\{0,1},0ona

Par indépendance,
n—1
P(X+Y=n)= Z PX=KPY =n-k).
k=1

Il ne reste plus qu’a dérouler les calculs :

PX+Y=n)=(n-1)p*1-p) "2
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Exercice 10 — Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N*, vérifiant Vn e N*, P(X > n) > 0.

On appelle taux de panne associé a X la suite réelle (x,) ,en+ définie par, pour tout n € N*, x, = P(X = n|X > n).
Xn+1

1. Pour n € N*, on note p, = P(X = n). Démontrer que pj,;1 = (1—-xn)pn.

n
En déduire une expression de p, en fonction des xx, 1 < k < n.

2. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi géométrique si et seulement si son taux de panne est constant.

1. D'aprés la définition des probabilités conditionnelles, et puisque (X = n + 1) est contenu dans
(X>n+1),0na

o= Prtl
T PXznt1)
< >
Maintenant,
P(X>n+1)=P(X>n)—P(X=n)=2" _p..
xﬂ
< >
Il vient
Tyl = Pnt1 _ InPnil
i—n — Pn pn(]- _ -tn)
< >
On en déduit que
Tntl
Pny1 = * (1 - a:n)pn-
< >

Par une récurrence immédiate, partant de p; = @1, on trouve, pour tout n € N”,

n—1
Pn = Tn H(l - :’Bk)'
k=0

< >
2. Supposons d'abord que X suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Elle est bien & valeurs
dans N*. De plus, pour toutn € N*, on a

PX>n)=) p1-p*'t=(1-p""
k=n

On a donc

_ P(X=n) p(1 —p)!

~ P(X>n) (1—p)!

=P

"

et le taux de panne est constant.
Réciproquement, soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* dont le taux de panne est constant,
c'est-a-dire qu'il existe p > 0 tel que, pour tout n € N,

P(X=n)
PX>n) T

D'aprés la question précédente,

n—1
P(X=n)=p[[@-p) =p1-p)" "
k=0

C'est bien que X suit une loi géométrique de paramétre p. On peut remarquer qu'on doit avoir
nécessairement p €]0, 1] puisque P(X,,) € [0,1] pour tout n € N* et que 3> P(X = n) doit étre

une série convergente de somme 1.
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Exercice 11 — Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace de probabilité
et suivant une loi géométrique de paramétre respectif p; et p». On pose Z = min(X, Y).

1. Pour n €N, calculer P(X > n).

2. En déduire, pour neN, P(Z > n).

3. Déterminerlaloide Z.

1. Il s'agit simplement de calculer la somme d'une série géométrique : pour n € N,

f P(X = k)

k=n+1

+00
= Z 20

k=n+1
a
L @
=g
< >

P(X > n)

olonaposéq =1 — p;.
2. Remarquons que Z > n si et seulement X > netY > n. Les variables aléatoires X et Y étant
indépendantes, on a

P(Z>n)=P(X>n)x P(Y >n)
= 4%
< >

3. La variable aléatoire Z est a valeurs dans N*. On remarque que pour n € N*, I'événement
Z > n — 1 est la réunion disjointe de Z > n et Z = n. Ainsi,

P(Z>n—-1)=P(Z >n)+ P(Z =n).

Il vient

P(Z=n)=q '¢" —q{q}

-1 _n—1
=q g (1-ap)
< >
Sion pose g = qigz et p =1 — g, alors
p=1—qig
< >

et P(Z = n) = pq™ . La variable aléatoire Z suit donc une loi géométrique de paramétre
p=1l-qe=1—(1-p)(1-ps).
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Exercice 12 — Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes,
et suivant une loi géométrique de parameétre p €]0, 1[.
Onpose g=1-pet Z=max(X,Y) et on se propose de déterminer de deux facons différentes la loi de Z.
1. Méthode 1. On pose T =inf(X, Y).
(@) Pour m,neN*, déterminer P((Z =m)n (T = n)).
(b) En déduirelaloide Z.
2. Méthode 2.

(@) Pour m €N, calculer P(X > m).
(b) Pour m €N, calculer P(Z > m).
(c) En déduirelaloide Z.

1. Méthode 1. On pose T' = inf( X, Y).
1.1. Remarquons qu'il est d'abord impossible que T' > Z. Ainsi, sin > m, on a
P((Z =m) N (T = n)) = 0. Ensuite, sin = m, alors on doit avoir X = Y = m, et comme les
variables aléatoires sont indépendantes

P((Z =m)N(T =n)) = P(X =m) N (Y = m)) = p’¢"™ V).
< >
Enfin, sin < m, I'événement (Z = m) N (T = n) est égal a la réunion des deux événements
disjoints (X = m) N (Y = n) et (X = n) N (Y = m). La probabilité de chacun de ces

événements étant p’g™ g™ L, on a dans ce cas

P((Z =m)N (T = n)) = 28%¢™ 'q" .

1.2. On va utiliser la formule des probabilités totales. En effet, les événements (Y = n), pour n
parcourant N*, forment un systéme complet d'événements. On a donc

P(Z=m)=) P((Z=m)n (T =n))

n=1
m—1

_ Z 2p2qm—1qn—l +p2q2m—2
n—=1

m—1

l1—g
2 m-—1 2 2m-—2
2p'q T +p°q
2 2m-2

2m—2
—2pg™™" " +pg .

m—1
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2. Méthode 2 :

2.1. Ona
+00 m
P(X>m)= ) pd"'= lpq_—q =q".

k=m+1

<
2.2. Remarquons que I'on a Z > m si et seulement si X > m ou ¥ > m. Utilisant la formule

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B), on trouve
P(Z >m)=P(X >m)+P(Y >m)— P((X >m)N(Y >m)) =2¢™ — ¢*.

<
2.3. Remarquons que |'événement (Z > m — 1) est réunion disjointe des événements

(Z > m) et Z = m. On en déduit
P(Z>m—1)=P(Z>m)+ P(Z=m)

<

soit encore
P(Z=m)=P(Z>m—1)—P(Z>m)= 2q"‘_1 — qz”"‘2 —2q™ + qzm_

<
Utilisant p = 1 — g, on peut vérifier que les résultats des deux méthodes coincident.
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Exercice 13 —
1. (a) Soit Xj, X» deux variables aléatoires discretes indépendantes suivant respectivement les lois £2(1) et 22 ().
Montrer que S = X; + Xo — P (A + ).
La variable aléatoire S = X; + X, est a valeur dans N. Soit 7 € N.

n
Ona(S=n)= U (X1 =k, X, = n— k). Par indépendance de X; et Xy, ona
k=0

A/lk i 'un—k
P(Xi=k,Xo=n-k)=PXi=k)P(Xa=n-k)=e *—e"
(X1 2=n-k) (1)(zn)ek!e(n_k)!
1 n!
—ew Lt ™ gk nek
Nl Ty
On en déduit que
e~ A+ n n! " (/14_”)17
P(S=n)= Afpnk = gm (Mt 2
S=m=— 2 gt = !

(b) Soit Xj,..., X}, des variables aléatoires discrétes indépendantes suivant respectivement les lois 22(1;).

n
MontrerqueSzXl+...+Xn‘—>97’(z /1,-).

i=1
2. Une région comporte 10 hopitaux. Chaque hopital peut réaliser 10 interventions chirurgicales d'urgence par jour,
et on admet que le nombre de personnes se présentant a un hopital donné un certain jour suit une loi de Poisson

de parametre 8, et que ce nombre est indépendant d'un hopital a I'autre.

(@) i. Onregarde un hopital. Quelle est la probabilité qu'un jour donné celui-ci soit saturé?
ii. Quelle est la probabilité qu’au moins un des 10 hopitaux soit saturé un jour donné?
(b) On suppose que quand un hopital est saturé, il peut opérer un transfert de malades vers un autre hopital.
Quelle est la probabilité que le systeme hospitalier de la région soit saturé ?

1.1. Notons X la variable aléatoire égale au nombre de malades se présentant pour une
intervention chirurgicale d'urgence dans cet hépital. Alors X suit une loi de Poisson de
paramétre 8, et on cherche P(X > 11), ou encore 1 — P(X < 10). A I'aide d'un tableur, on
trouve gréce a la formule =1-L0I .POISSON (10,8, 1) une probabilité d'environ 0,184.

1.2. Numérotons les hépitaux de 1 & 10 et notons Ag I'événement : “le k-iéme hépital est
saturé™. Alors on sait que P(Ay) ~ 0,13. L'événement B “aucun hépital n'est saturé” est égal a

B=A,N-N Ap.

< >
Comme les événements A, ..., A;p sont indépendants, on a
0
P(B) =[] P(4:) = (1 - P(41)".
< = >

Finalement, la probabilité recherchée vaut

1-P(B)=1—(1— P(A1))" ~087.

2. Notons X, la variable aléatoire égale au nombre de malades se présentant pour une intervention
chirurgicale d'urgence dans I'hépital k, et Y = X3 + - - - + X;¢. On cherche P(Y > 101). Or, chaque
X}, suit une loi de Poisson de paramétre 8, et les variables aléatoires X3, . .., X;g sont indépendantes.
Donc Y suit une loi de Poisson de paramétre 80. En raisonnant comme a la premiére question, on
trouve P(Y > 101) ~ 0,013. C'est beaucoup moins!
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