Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Pendulage de bielle : Corrigé

1- Equations différentielles et pulsations des oscillations

Dans le cas d’une oscillation autour de I’axe (A, D;{)
On isole la bielle. Bilan des Actions mécaniques Extérieures :

& Poids de la bielle : Force P~ =m.g. a9 appliquée en G
& Action de la lame sur la bielle : Force Fy appliquée en A
Théoréme du Moment dynamique en A en projection sur Dzmoﬂ N
AGOP .z + AAOFs. 29 =Ja.

La.oay Um.g. ap . 2o +0=J,.0

—m.gLasina=1J,. a

L'angle a étant faible on en déduit 1’équation différentielle linéaire : a+ &%'L—A a=0
A
Cette équation a une solution de la forme : a(t) = A.sin(wa.t + ¢) avec: (= &?&
A
Donc pour I’oscillation autour de I’axe (A, Dsz) la pulsation est de : Wy = &‘%L—A
A

A os . . od- .
De la méme maniere pour ’oscillation autour de I’axe (B, z; ) on obtient :

L’équation différentielle : o + _g_m.J.LB a=0 Et donc la pulsation : g = _gm.J.LB
" \/ B

2- Position du centre de gravité

JA.(.JL)A2 = m.g.LA

Des expressions des deux pulsations on en déduit les deux équations : 2
p p q J5.03" =m. gLB

Ja=Jg+mLa’

Or le théoreme de huygens permet d’affirmer que : Tg = Jo + m.Lg>

D’autre part ayant G appartenant au segment [AB],ona: Lg=Lo—La
Par substitution dans les deux premiere équations on obtient :

J(;.(A)A2 + m.LAZ.(A)A2 = m.g.LA (1)
Je.ox® + m(Lo — La) s’ =mg(Lo-Ly)  (2)
Par une combinaison linéaire de ces équations : (1).(,052 - (2).(,0A2 on obtient :

m.LAz.wAz.sz -m.(Ly — LA)2.(A)BZ.(A)A2 = m.g.LA.(,oB2 -m.g.(Ly— LA).(,QA2
m.(La® = La” = Lo® + 2.Lo.La ). 00 2= m.(g.La.0p” — g.Lo.0a"> + g La.wp”)
2.Lo.wg%. a7 La — L2 00a” = g.(0a% + 057).La — g.Lo.wa>

g.Lo.a% = L2052 a2 = La.(.(wa” + %) = 2.Lo.wp".wa*)

_ g.L().(A)A2 — LOZ.Q);Z.(DAZ
" g.(0s” + o) = 2.Lo. g2 00y

Soit finalement : La

3- Applications numériques

Onsaitque: Wy = ?F—T[ et: W= 21 avec: Ta=0,575s et: Tg =0,569 s
A
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On obtient donc : wa=10,93rad.s™ et wg = 11,04 rad.s™
D’autre part:  Lo=103,5 mm =0,1035m et: g=9:81 m.”2

Ce qui nous donne apres application numérique : L = 0,0537 m = 53,7 mm

En reprenant 1'équation (1), on obtient : Jo = &5{4—1* -m.L,? avec : m =37.10" kg
A

Ce qui nous donne aprés application numérique :  Jg = 5,65.10 kg.m2

Enfin, on a : Lg=Ly—La Soit : Ly =49,8 mm

4- Modele volumique simplifié et homogene

Calculons la masse volumique du matériau.
Le volume total est de : V= 13.70(12% = 7,5%) + 13.70(10,5 = 6°) + 5x70x14 = 11 516 mm’
m 37

Ce qui donne une masse volumique de : p= V_T =11516" 3,213.10° g/mm ™ = 3 213 kg.m™"
Calculons la masse de chacun des 3 volumes homogene simple :
Cylindre creux de pied de bielle : m; = 13.1(12% - 7,5%)x3,213.10° = 11,52 g
Cylindre creux de téte de bielle : m, = 13.71(12% - 7,5%)x3,213.10° = 9,74 g

Parallélépipede entre le pied et la téte : m3 = 70x14x5%3,213.10° = 15,74 g
Déterminons la position du centre d'inertie :

Le centre de gravité est le barycentre des points G, G, et Gz centres de gravité de chacun des 3
volumes simples affectés des coefficients m;, m; et m3 masses de chacun des 3 volumes simples.

On a donc : (m; + my + m3).KDG =m.AG = ml.AD;&}] + mz.Aj&}} + m3.Aj&f3

Avec: AG=La ax  AG) = (6+44+46). 2, AG,=6.a; AG; = (6+44). a;
On a donc - L= 11,52x96 + 9,;4;x6 + 15,7450 = 52,7 mm

Déterminons les moments d’inertie des 3 volumes simples par rapport aux axes (G;j, Dzm(f)
- muRP+1d)  11,52.(122 +7,5Y)

Cylindre creux de pied de bielle : J1 ) > = 1153 g.mm’
2, 2 2, 2
Cylindre creux de téte de bielle : Jo= mz-(R22 +17) = 9’74'(102’5 +6) =712 g.mm2
2, 2 2 2
Parallélépipede entre le pied et la téte :  J3 = m3.(al 2+ b)_ 15’74'(712 +14)_ 6684 g.mm’

Déterminons le moment d’inertie dela bielle par rapport a I’axe (G, 3;04)

Onaenmm: G3G=G3A+AG=-(44+6). ] +La a) =2,7. 2,
Onendéduit: GGy =46-27).a; =433. a1 et: GGr=-(2,7+44). 2 =467.
Par le théoreme de Huygens (appliqué trois fois) on obtient :

Jo=J1 +m.43,3% + J5 + my.46,7% + J3 + m3.2.7* = 51 504 g.mm” = 5,15.10~° kg.m*

Remarque :
Les résultats du modele simplifié a 3 volumes homogenes simples confirment les ordres de
grandeur obtenus par la mesure des périodes d’oscillation. Cependant ce résultat est 10% plus faible.

Cela s’explique par le fait que ce modele ne tient pas compte qu’on a deux bagues en bronze au
pied et en téte de bielle dont la masse volumique (6800 kg.m_3 ) est plus importante que le matériau de la
bielle qui est probablement de I’aluminium.

Cela explique également la masse volumique (3200 kg.m ™) déterminée 2 partir du modele simplifié
trop élevée pour de I’aluminium qui a suivant les alliages une masse volumique de 2600 2 2800 kg.m ™.
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