Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Réponses Fréquentielles des SL.CI : Démonstrations

1- Principes du tracé des diagrammes de Bode

1.1- Calcul du gain dynamique et du déphase d’une FT

Ona: e(t) = Eg.sin (w.t) et : s(t) = Sp.sin (w.t + )
On en déduit dans le domaine de Laplace : E(p) = E 9 et: S(p)=S @ e %p
P . P)=Eo P>+ wz . P) =90 P+ (.02 .
S(p)_So o
On en déduit donc la fonction de transfert : H(p) = =—eW®

“E(p) Eo

En remplacant la variable de Laplace par le complexe j.won obtient : H(j.w) = % e i
0

La valeur complexe de la fonction H pour p = j.west le complexe :  H(j.w) = % (cos ¢ +j.sin ¢)
0

Cette valeur permet donc de déterminer a partir de la fonction de transfert le gain et le déphasage
induits par le systeéme en fonction de w la pulsation de I’entrée :
Gain dynamique en dB :  Ggp(®) = 20.log [H(j.w)| Déphasage :  @(w) = Arg (H(j.w))

1.2- Produit de deux fonctions de transfert

Soit la fonction de transfert H(p) définie par le produit :  H(p) = Hy(p) * H2(p) On a alors :
= Gapu(®) =20log| HG.0) | =20 . log | Hi(.)xHaG.0) | =20 . log (| Hi(.00) || Haj.00) |)
Gapn() =20. log | HiG.) | +20 . log | H21.6) | = Gaprn(ed) + Gaprna(e)
= Ou(w) = Arg (HG.0) ) = Arg (Hi(j.0) X Ha(j.0) )
dr(w) = Arg (HiG.0) ) + Arg (H2G-0) ) = dmi(w) + dra(0d)

2- Gain dynamique et déphasage d’une fonction de transfert du premier ordre

Expression du gain dynamique

. . 1 K K
“ On sait que : G<w>=|H0'°°>|=‘K'm‘=|1+-m|=m
Dol le gain en décibels : Gap(w) =20 .log K —10 . log (1 + T2.0)

Expression du déphasage

& On sait que : d(w) = Arg (H(.0) ) = Arg (

K .
mj = Arg(K) - Arg (1 +j.T.w)
D’ou le déphasage : $(w) = — arctan (T.w)
Asymptotes du diagramme de gain
< Pour W - 0 Ggp(w) — 20.Jog K= 10.log 1 =20.log K
Au voisinage de 0 on adonc : Une asymptote horizontale d’ordonnée 20.log K

@ Pour @ —» ©  Gga(w) — 20.log K — 10.log T2.w" = 20.log K — 20.log T. — 20.log

Au voisinage de © on a donc : Une asymptote @ De pente : — 20dB par décade

1
< Passant au point (; , 20.1og K)
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Asvmptotes du diagramme de phase

& Pour W - 0, Tw-0 Soit:  ¢(w) = — arctan(T.w) — 0°
On a donc : Une asymptote horizontale d’ordonnée 0°

& Pour W — o, T.00 — Soit:  ¢(w) = —arctan(T.w) —» —90°
On a donc : Une asymptote horizontale d’ordonnée — 90°

Valeurs particuliéres en 1/1

1 1 1
Pour w = ; ona: GdB(¥) =20.logK-10.log2 Soit: Gd3(¥) =20.Jog K-3dB

Et: ¢(%) = —arctan (1) = —45°

3- Gain dynamique et déphasage d’une fonction de transfert de rang 1

Une fonction de transfert de rang un est de la forme : H(p) = K.(1 + 1.p)
Expression du gain dynamique
@ On sait que : G(w) = | H(.w) | :| K.(1+j1.w0) | =K. | 1+j-T-00| =K+\/1+1°.
Dol le gain en décibels : Gap(w) =20 .log K + 10 . log (1 + T>.00%)

Expression du déphasage
% On sait que : d(w) = Arg (HG.0) ) = Arg (K. (1 +j.T.0) ) = Arg (1 +j.T.0)
Onadonc: tan ¢(w) =T.W D’ou le déphasage :  ¢(w) = + arctan (T-w)
Asymptotes du diagramme de gain
< Pour W — 0 Ggg(w) - 20.log K+ 10.log1=20.logK
Au voisinage de O on adonc : Une asymptote horizontale d’ordonnée 20 . log K
& Pour w — ©  Ggg(w) — 20.log K+ 10.log T°.03 =20 . log K + 20 . log T + 20.log w

Au voisinage de c on a donc : Une asymptote & De pente : + 20dB par décade
@ Passant au point ( 1/1, 20.log K)

Asvmptotes du diagramme de phase

& Pour W - 0, Tw-0 Soit:  ¢(w) = + arctan(T.w) - 0°
On a donc : Une asymptote horizontale d’ordonnée 0°

& Pour W — o, T.00 » Soit:  ¢(w) =+ arctan(T.w) — + 90°
On a donc : Une asymptote horizontale d’ordonnée + 90°

Valeurs particuliéres en 1/1

1 1 1
Pour w = ; ona: GdB(¥) =20.logK+10.log2 Soit: Gd3(¥) =20.Jog K + 3dB

1
Et: ¢(;j = + arctan (1) = + 45°

4- Gain dynamique et déphasage d’une fonction de transfert du second ordre

Expression du gain dynamique

K

% On sait que : G((,o):|H(i-(0)|= 1+2 2-_i =
.E.Q)O.J Ctbz oF
Wy
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Soit en posant : u=2 " Ona: G(Co)=\/(1 21)<2 48207
-u’) +4.8u

(0)))
Dol le gain en décibels :  Gap(w) =20 .log K — 10 . log ( (1 -v*)* + 4.8%u?)

Expression du déphasage

K K
& On sait que : d)(o)):Arg(H(j.co)):Arg{ Q-_ij:Arg ( _ij .
1+ 2.&.%.3 ~: =) z_g_wb_J

Soit en posant : u = W d(w) = Arg (K) — Arg (1 —u?) +2.8.uj)

Soit:  ¢(w) = — arctan (1%%) pouru<1 ou: ¢(w)=-180 - arctan (1%7) pour u > 1

Asvmptotes du diagramme de gain

& Pour w - 0 u-0 Gap(w) - 20.log K — 10.log 1 =20.log K
Au voisinage de O on adonc : Une asymptote horizontale d’ordonnée 20 . log K
< Pour W — o u - Ga(w) - 20.Jog K —10.1og ut= 20.Jog K + 40.log oy — 40.log w

Au voisinage de o on adonc:  Une asymptote < De pente : — 40dB par décade
@ Passant au point (o , 20.log K)

Asyvmptotes du diagramme de phase

2.8.u
& Pourw - 0, u-0 12_511112 -0 Soit:  ¢(w) = — arctan (1%?) - 0°
On adonc: Une asymptote horizontale d’ordonnée 0°
2.8u 2. . e (23_- -0) reno
& Pour W — o, u - l—uz_l/u—u_’o Soit:  ¢(w)=-180 arctan| 777 7 | 180
On adonc: Une asymptote horizontale d’ordonnée — 180°

Valeurs particuliéres en w,

Pour @ = onau=1 Ggg(wy)=20.logK - 10.log 4.8

Soit :  Ggp(y) = 20.log K — 20.1og (2.€) Remarque : pour § = 0,5 on a Ggg(y) = 20.log K
Pour: W — Gy  onau—1" 12_211112 —~+00 Soit: ¢(ey) — —arctan (+o0) = —90° "
Pour: w - &y onau—1" 12_511112 —~—co Soit: ¢(cy) — —180° —arctan (—) =—90° "
Position du gain par rapport aux asymptotes
Ona: A =(1-v*) +4.820%=1+@.E2 -2’ +u’

Si&> 0,707 alors: 4.8-2)>0 = Aw>1 = Gg(w) <20.logK
Et: = AW >u' = Ga(w) <20Jog K -40.logu

Donc pour & > 0,707 la courbe du gain est en dessous des asymptotes
Si&<0,5 alors: (4.E2 -2)<-1 pourw<wy: u<l = A <1 = Ggp(w) >20.logK
Etpour > y:u>l = AW <u' = Ggp(w) > 20.log K —40.log u
Donc pour & < 0,5 la courbe du gain est au dessus des asymptotes
Si0,5<&<0,707 alors:4.82-2<0 Donc:
Pourw - 0:u -0 ona:A(u)<1l = Gg(w) >20.logK
Pourw - co:u—- o0 ona:A()< TR Gap(w) > 20.log K —40.log u

Donc pour 0,5 < & < 0,707 la courbe du gain est au dessus des asymptotes sauf au voisinage de oy,

Reponses Frequentielle des SLCI - Demonstrations.docx

page



Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Résonnance pour & < 0,707

Ona: Gap(u) =20 . log K - 10 . log ( (1 = u?)* + 4.8%.u%)

dGa(w) 10 2.0 -u)(2w+8&u 10 . 1-u’-2.8
du T 10" (1-u’)P+482¢® 10T 1+@E -2’ +u

Par conséquent : %:o o 1-u-28=0 = u=A1-28

La courbe de gain présente donc un maximum a la pulsation : o = 0y . \1-2.8
Ce maximum est de :  Ggp(od) =20 . log K = 10 . Tog (1 -1 +2.8)* +4.82.(1 -2.8))
Gap(ay) =20 . log K - 10 . log (4.8 + 4.8% - 8.8%
Gap(ty) =20 . log K =10 . log (4.8 = 4.8*) =20 .10g K- 10 .log (4.8%.(1 - &))
Donc pour & < 0,707 il y a une fréquence de résonance : & = @ . \m
Avec un facteur de résonnance de : QraB = Gap(wy) — G4p(0) = —20. log (Z.E.\/TEZ)

Donc :

5- Gain dynamique et déphasage d’une fonction de transfert du second ordre

Un premier ordre généralisé H(p) peut s'écrire comme le produit de deux fonctions H;(p) et Ha(p)
ou H;(p) est un premier ordre simple de gain K et Hx(p) est une fonction de rang 1 et de gain 1 :

K
=770

Gap(w) = 20.log K — 10.1og(1 + Tz.ooz) + 10.log(1 + cz.Tz.wZ) et : ¢(w) = arctan(c.T.w) — arctan(T.w)
Valeurs caractéristiques du diagramme de phase
dé(@ e 1 T(et+cTw-1-Tw)
dw ~1+70 1+7°0 (1 +AT0).( + 2.0

Donc : %: 0 ect+eTwW—-1-ATw=0 = (C.TZ.COZ -1D.(1-¢)=0 = cr.w=1

et Hy(p)=1+c.1.p D’oules expressions du gain dynamique et de la phase :

Ona:

Le maximum du déphasage est donc obtenu pour une pulsation : Wy = i\/—
T.\/C

1 1 1
1 : = CT —_— T. — —_ J—
Ce maximum est donc de : ¢ (ww) arctan( I \/E j arctan( I \/E ) arctan \/E arctan \/E

1 - _
Onadonc: tan (wy) = tan (arctan \/:: — arctan Tj _ \/:3 1/\/?: c—1 = tan $(aw)

c) T 14+c. Inc 2afc
4.c.sin’P(wn) = (¢ = 1)* = (¢* = 2.c + 1).sin’P(wy)
o (P +2.c+ D).sin’d(ow) = (c — 1)

. 2 2
.. sindpy  (c—1)
Soit: 1 -sin’py 4c

c—1
c+1

e (c+ Disin®d(ov) =(c - 1) < sin §(y) =

Valeurs caractéristiques du diagramme de gain
Onsaitque:  Ggp(w) =20.log K — 10.log(1 + Tz.coz) + 10.log(1 + c2.T2.c02) Donc :
Pour: ® - ® Gap(w) — 20.log K — 10.log(T*.0") + 10.log(c®.1>.6") = 20.log K + 10.log ¢
Soit:  Gap(w) - 20.og K + 20.log ¢

A la pulsation : @y = L\/— on a : Ggp(w) =20.log K - 10.1og(1 + 1/c) + 10.log(1 + ¢)
T\C

1+c
1+ 1/c

Gap(w) = 20.log K + 10.1og Gap(wy) = 20.log K + 10.log ¢
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