Sciences Industrielles de 1’Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Ouvre barriere Sinusmatic - Corrigé

1- Etude cinématique

1- Etude théorique

1.1- Relations entre les parametres a, ¢, O et ¢

On a quatre parametres pour ce mécanisme. Or son degré de mobilité est de un donc on a un seul
parametre indépendant. Il existe donc trois relations scalaires entre ces parametres.

Ces trois relations scalaires sont obtenues par projection sur les axes du repere ( 35{, Vf, Za) de la

relation vectorielle de fermeture géométrique du cycle 1-2-3-4-1 : OC+CB +BA + A0 =
Soit : - d,. V{ + 2.a. %1# + ds. V{ + 2.a. %1# +g. V;{ —a. V‘{ —a. %4# = ﬁ
Etant donné le paramétrage adopté : Y5 =cos 8.Y, +sin 6.7,

Yo=Y, et: 7, =cosa.Z, +sina. X,
7. =7, et: Yi=cos . Y, -sin ¢.3€{
On en déduit de 1’équation vectorielle de fermeture géométrique que :
2.a.7, + y.cos 6. Y, + g.sin 6.cos Q. 70+ g.sin O.sin Q. X, - a.cos . Y, +a.sin . X -a.7 =0

La projection sur les axes X 1, Jff et f{ de cette équation vectorielle donne les trois équations :

g.sin B.sin 0 +a.sin$p =0 g.sin B.sin o = — a. sin ¢ (a)
y.cos @ —acos p=0 Soit : y.cos B = a.cos ¢ (b)
2.a+g¢.sinB.cosa—a=0 g.sin B.cos a =—a (c)
< Par I’addition des 3 équations élevées au carré : (a)2 + (b)2 + (c)2 ona: gy= a.\/E (d)
< Par division de la premiere équation par la derniere : (a) / (c)on a: tan O = sin ¢ (e)
< Par substitution de ¢ par a.\/E dans I’équation (b) on obtient : cos O = % )
1.2- Relations entre les dérivées des parametres o, ¢, O et ¢
Par dérivation de la relation (e) par rapport au temps on obtient : a.(1 + tan’a) = §.cos ¢
y s ¢ ' e . oo _cosO
Dou: a= ¢1+tan0( Or: tana =sin ¢ On en déduit : a_¢'1+sin2¢ (2)

—GsmG:—(I)%

D’ou: 9—'ﬂ Soit : Or: cos B = %

_é 0= sin ¢
A\[2.sin 6 "4/2.(1 - cos’0)
_sing

Donc: —2.cos’0=—cos’p =— 1 + sin’ D’ou on en déduit : 6= (h)
¢ ¢ ¢ \/1 + sin’¢

Par dérivation de la relation (f) par rapport au temps on obtient :

Par dérivation de la relation (g) par rapport au temps (¢ étant constant) on obtient :

G=¢. — ¢.sin ¢.(1 + sin’p) — 2. ¢ cos ¢.sin §.cos ¢ 2 sin §.(1 + sin’ + 2.cos’)
(1 + sin’¢)* ' (1 + sin’})
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2sin ¢.(2 + cos d))

Soit finalement (car sin2¢ + C082¢ =1): a=- ¢ " (1 +sin ¢)

(@)

Par dérivation de la relation (h) par rapport au temps (¢ étant constant) on obtient :

¢cos¢\/1+sm 2¢cos¢s1n(|). nd

656 . 1 + sin’¢ ¢2¢cos¢ (1 + sin’9) — ¢. cos ¢.sin’¢
1 + sin ¢ (1 + sin’¢)*?
Donc: 6= ¢2_COS 9. ill :2111:1 (";);/Zsm 9) Soit finalement : 6= 452.(1%;;4))3/2 §)]

Applications numériques (Non demand€)

Position angulaire de la barriére

Pour la position, la vitesse et 1’accélération de
la barricre 2 (0, O et ) on obtient

COos

o = Arctan (sin ¢)

a=¢1+sin2¢

2 sin ¢.(2 + cos (I))

angulaire de [a barriére (En degré)

a=-¢. (1 + sin’$)’

Avec ¢ = 2130 _ = Ttrad/s permettent a I’aide

60

d’un tableur d’obtenir les courbes suivantes :

Position an

Vitesse angulaire de la barriére

qulaire du plateau (en degré)

Accélération angulaire de la barriére

N TEETTTT

angulalre de la barriére (en rad/s %)

P

WVitesse angulaire de la barriare (En trimin)

Accélération

|
\
HW’H’T\ |

HN‘*U‘J LU

Position angulaire du plateau (en degré)

1.3- Vecteurs vitesse des centres d’inertie

N . . oooo - ooo -
D’apres la relation de Varignon : \}szzu = Vo + G-B 0Oy,

Or le point B de 2 est fixe par rapport au bati 1. Donc : {/JBE;/[ =

On adonc: \D/E;DZDDDZ[I = (2\/5 ~YaGo. Y, - 2\/5 j Oa.Y,

- oood - e . . e . 4
Soit finalement : v =——.0.X; +—=.4.7Z
=3 50X e
D’apres la relation de Varignon: Vo, = Ve + GaB 0Q3

angulaire du plateau (en degré)

. .o, . oooo - ooo - ooo - 0= 0- 0-
Puis par composition des vitesses : 6G3D3/1= B3 + {/J Bl + GsB O (d3/2 + dz/l)

Or le point B de 2 est fixe par rapport au bati 1. Donc : {/JBE;/[ =
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Et B est le centre de la liaison pivot entre 3 et 2. Donc : {/JBJDJ;,; =0

On a donc : Ve = -y Ys 0(0.X5 +0a.Y5)

Soit finalement : oy = yca-(8. Zy + ausin 0.X5)

D’apres la relation de Varignon : Veaman = Vonur + G40 04

Or le point O de 4 est fixe par rapport au bati 1. Donc : VSS;,{ =0

Donc : Voaoan == (g Yo +260. Z4) 0 . Z4

Dol : Gapan =~ G4 - ¢ . Xy

Du résultat précédent on a donc : \jijgfmi[l. 7 =- yca . ¢ . X, 7, Or: 7, = 7,
On en déduit : canan- 21 =0

Du résultat précédent on a aussi : Vo Z1 =ycs.(0.25.Z, +a.sin8.X5.7Z,)

Or: 73 =cos 0.7, —sinB.Y, Y, =Y, 7, =cosd.Z, +sina.Y,
Et: X; =X, X, =cos 0. X, —sina.Z,

On en déduit : \570353,1. 7 = yc3.(8.cos B.cos O — a.sin B.sin A1)

Par dérivation temporelle de I’équation (d) : ¢ = a.\/E = ¢=0 Et donc par dérivation
temporelle de 1’équation (c): g.sinB.cosd=-a =  0.cos B.cos o — A.sin B.sin A =0

L. ooood - =
On en déduit : G303/1 Z =0

2- Analyse du mécanisme

2.1- Hyperstatisme du mécanisme

Le mécanisme a un degré de mobilité de : M = 1, Un nombre cyclomatique y = 1 et trois liaisons
pivot et une pivot glissant donc un nombre d’inconnues cinématiques : Ic = 3x1 + 2 = 5.

D'ou le degré d'hyperstatisme du mécanisme : H=6x1+1-5=2

2.2- Analyse de I’hyperstatisme

Par la fermeture cinématique du cycle 1-2-3-4-1 on a:

0 0 (,%‘31 0 0 0 0 0
w2 0 Y5 Y3 0 O =10
12 + 0 0 + (W3 Vi + . = {0}
Clo o B B 0 0 B A 0 0 B O [ 0B,
Par transport au point B on obtient :
0 0 (,%‘31 0 0 0 0 0
sz 0 Y3 VY3 0 0 —
12 + 10 Of + 1@ Vag( + . = {0}
B 0 0 B B 0 0 B B 0 0 B B (,04i 0B,

Puis projection dans la base 8, :
00 W 0 y 0 . 0 00
(,0}{5 0 + 0 0 + 4.cos 0 V,i.cos 0 + 0 0

= {0}
Bl o 0/ Bl g o]8B. B ogj.sine V;{j.sine B, B wfi 0B
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On a une équation triviale de la projection du moment sur X, et une combinaison linéaire entre les
deux équations de projection du moment sur Y5 : V3j.cos 8= 0 et sur 7 Vyjsin8=0

En ajoutant 2 la liaison de centre A deux rotations d’axe X5 et Z; on obtient le torseur :

3 3 Z3 3 73
W 0 W g0 w3 g-0%5
Yj ng = Yj V;{j = Yj.cos 0 - Zj‘.sin 0 ng.cos 0 - V3Zj.sin 0
A Wy 0 Bs W gy B B wy}.5in B + wi3.cos O V33.sin 6+ V3i.cos 0 B,
On a alors la fermeture cinématique :
3 Z"ﬂ
0 0 Wl 0 Wi Y03y 0 0
W30 +30 0f + 23.c0s B — wf3.sin O ng.cos 0- V3Zj.sin 4] +9 0 00—

B00$2B00$2B Z3COSG‘(BZBwﬁO‘(BI

ng.sin 0+ ofi.cos 0 ng.sin 0+ Vi3
V4
g0 =0
L L . Y Zy o .
Les trois équations de la projection du moment deviennent alors : | V33.c0os 8 = V33i.sin®8=0 qui
ng.sin 0+ Vﬁ.cos 0=0

sont trois équations indépendantes. Donc le systeme est isostatique car les équations de la résultante le
sont également.

Ainsi en modifiant la liaison pivot glissant d’axe (A, Y par une liaison linéaire annulaire d’axe
Wi 0
(A, Y3) de torseur cinématique : w}(j ng le systeme devient isostatique.

o 0 B

2.3- Hypothéses sur le torseur sthénique en A

Ajouter deux inconnues cinématiques pour la résultante en projection sur les axes X5 et Z5 dela
liaison de centre A revient a annuler deux inconnues sthéniques pour le moment en projection sur les
mémes axes 353 et Z.

Donc pour faire une étude dynamique compléte, (détermination de toutes les inconnues des
actions de liaison) on peut garder la liaison pivot glissant d’axe (A, Y5) et faire I’hypothese que les
projections des moments en A sur les axes (A, 323*) et (A, %3*) de la liaison de entre 3 et 4 sont nuls.

3- Géométrie des masses

3.1- Opérateur d’inertie du solide S;

(A3 0 0
Le solide S; ayant deux plans de symétrie passant par B : Je(S3) =| 0 B3 0
0 0 C3/R,
3.2- Opérateur d’inertie du solide S4
(A4 O 0
(0,Ys+, Zs) étant un plan de symétrie de Sy passant par O : JoSy) =] 0 By —Dy
0 -Dy C4 Ry
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4- Etude cinétique

4.1- Calcul de ’énergie cinétique du systéeme S =S, + Sz + Sy

Le point B du solide S, étant fixe dans le solide S; I’énergie cinétique du solide S, dans son

mouvement par rapport au solide S;est : Ec(S2/Ry) =% . djz/] JB(Sz) dz/l

. 0 A, -F -E, 0 . 0 —Fz..o'(
Soit: Ec(So/Ri)=75. a| |-F, B, -D,| |a =3 al . Brd | =
0 R, -E, -D, G, R, 0 R, 0 R, -D,.a R,

Le point B du solide S; étant fixe dans le solide 81 I’énergie cinétique du solide S; dans son

.B,.a?

[ S ALY

mouvement par rapport au solide S; est : Ec(S3/R)) = Qg/l Is(S3) . an

| 0 A; 0 O 0
Soit : EC(S3/R1)=§, a.cos 0 | 0 B30 | o.cos©
—a.sin®/R;\ 0 0 C3J/R;\-a.sin B/R;

0 A; .6
Ol : EC(Sg/R1)=%. a.cos® | . ( B;.0.cos O J = A3.6% + (B1.cos’0 + Cs.sin’6) . o
- a.sin 8 /R, Cs. a.sin B /R;

Le point O du solide S, étant fixe dans le solide S; I’énergie cinétique du solide S4 dans son

mouvement par rapport au solide S est : Ec(S4/Ry) =% . difl Jo(Sy) o(S4) 64/1

{ 0 Ay O 0 0 1
Soit: Ec(SyR)=75.101 .| 0 By =Dy 10| =2.Cs. ¢
¢ R4 0 _D4 C4 R4 ¢ R4
Le systtme S étant la somme des trois solides S;, S; et S; son énergie cinétique dans son
mouvement par rapport a Ry est:  Ec(S/R;) = Ec(S2/R1) + Ec(S3/R1) + Ec(S4/R)

On obtient alors : Ec(S/Ry) = % . (B + B3.c0s’0 + C3.sin’0).0° + A3. 6% + C4. (f)z

3.2- Application du théoréme de I’énergie cinétique au systeme S =S, + S; + S,

Les actions mécaniques extérieures appliquées sur le systeme S = S, + S3 + S4 sont :
& Action du bati 1 sur la barriere 2 due a la liaison pivot d’axe (C, Y
& Action du bati 1 sur le plateau 4 due a la liaison pivot d’axe (O, E{)
& Poids de la barriere 2 : Force P, =—m, . g.Z, appliquée en G,
% Poids du doigt 3 : Force P5 =—-ms. g.Z, appliquée en G;
& Poids du plateau 4 : Force P4, =—my . g.Z, appliquée en Gy
& Couple moteur appliqué sur 4 de vecteur Cpn =Cn qE

Les puissances des actions dues aux liaisons pivot d’axe (C, ?1) et (O, %{), dans leur mouvement
par rapport au repere R, sont nulles car ce sont des actions de liaisons parfaites avec le bati S;.

Puissance de la force 1&2*

0000 -

Ona:  P(P,/R) = Py Vg = —mag. Z; ,(2\/5 6K +—= "k a. %)

Soit : P(132/R1)=—m2g0(2\/— (352+E2) Or: 7 =—sina. X, +cos 0.7,
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Donc : P(P,/R)) = - mz.g.o'(.rf/z.( —sina. X, +cos d. 7, ).( X, + 7, )

D’ou : P(P,/R)) = mz.g.d.ﬁ. (sin o — cos O)

Puissance de la force igga

oooo - oooo - oooo -

Ona: P(P5/R) = Py Vs = —ms.g. Z1 . Vs Or: Zy Veay =0
Donc: P(P5/R)=0

Puissance de la force Py
ona: R(BIRY = B Vo = mee 7 Vil on 7 V=0
Donc: P(Pi/R)=0

Puissance du coulpe (Ejn;

0

Ona: P(Efn;/Rl)=Efn;. 4/1=Cm.ﬂ*.d’>.%{=cm.(ﬁ

Puissances des actions intérieures

Le systeme S étant la somme de plusieurs solides en liaisons parfaites les uns avec les autres, la
somme des action intérieure est nulle
d Ec(S/R))
dt

D’apres les résultats précédents on obtient donc :

Théoréeme de 1’énergie cinétique : =2 P(Ext/R;) + 2 P(Int/R;)

(B2+B5.c0s°0+C5.5in%0).0.0 + 6.(C5-B5).cos O.sin 06.0% + A3.6.6 = mz.g.3d.2 f/i (sin a = cos O) + Cp.¢
On en déduit donc le couple moteur :
Cp = % [ (B,+B3.c0s20+C3.5in’0).4 — mz.g.m.(sm o — cos G):| + % [ (C3-B3).cos O.sin 0.0% + A3.9]

5- Conclusion

La puissance fournie par le moteur est : P =P( Cn/Ry) =Cp . )

2.1x30 -1
60 - Ttrad.s

La vitesse de rotation du plateau 4 est constante : ¢ =

La puissance maximale est donc obtenue au couple maximal : Cp =12 N.m

D’ou la puissance maximale du moteur : PI,I}/I N_12xm=38 W
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