Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Véhicule prototype CLEVER : Corrigé

1- Cinématique
1.1-Taux de rotation de 1 par rapport a2 0 et de 2 par rapport a 0

On sait que : Vioue = Vouie + DO 0Q 1 Avec : Vooe = V. Y1
Or: VSS; /0 = 0 car 1 est en rotation par rapport 2 0 au tour de I’axe (O, 7))
On adonc: V.Y, =0+-R.X; O0Qp

On en déduit : 10 = % A

On sait que : o= + Q1o Avec : o = =L. Y,
Or I’inclinaison de ’habitable 3 étant constante : 1 =0 Donc: o= Qo= % .7y
- % sin 3
Sachant que : Z  =cosPB.Z, —sinP. Xy On obtient : 0 = 0
y
R C0 B R,
1.2- Matrice d’inertie de 1 en D et de 2 en G,
Ar 0 0
L’essieu étant symétrique par rapport au plan (D, Y1, Z; ) ona: Jo() = 0 By -Dy
0 -D; G

_ A, 0 0
L’habitacle étant symétrique par rapport au plan (G, Yy, Z,)ona: Jea2) = [ 0 B, - DZJ
0 -D, G
1.3- Accélération du centre d’inertie de ’habitacle G,

., . . 6]]]]4_ oooo - 6DDDDA
Par composition des vitesses : Vgomn = Vaaoon + Vaaowo

Or on a entre 2 et 1 une liaison Envot de parametre []3 avec 3 = = ]0] Donc le mouvement de 2 par

ooo -

rapport a 1 est nul. Par conséquent : \90252,1 =0. Donc: Vemo= Ve
oooo - ooo - ooo - -
D'autre part . ﬁGZDl/O = Vpouo + dzD O é]/() avec . {fDDI/O =V. v1

et: d;D = d;E + éb =—h,. %{ - d,. ?14 -k ?f

hy.sin 3 0 - dz'ﬁ
Donc : Veprpo=V. Y1 + —d, ol O] - \%
- VGm2/0 - 1 \ (R + hy.sin B).—
= (k+hy.cos B)/R; \ g JRi R IR,
0

oooo -

00000 - d\}czuz/o d\}czm/o PR
Ensuite par dérivation vectorielle : agym/) = R = R + Q0 UVamn
0 1

oooo -

dt dt

0 - dz.X
0 R
A =0 + \ : (R + hy.sin B) R
R Rl R1
0
2
— (R + hy.sin B). Y
Soit finalement Acomn = —d A
2' R2
R,
0
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3- Cinétique de I’habitacle 2
2.1- Moment cinétique en D de ’habitacle 2

G, étant le centre de gravit¢ de 2 on a :

vV
) - Ay 5.sin 3
-2 R
A, 0 0 R Sin B v
O']G];(i?()) = J02(2) éz/() = 0 By -D; . 0 =| —Da ﬁ -COS B
0 -D, G R,

R % B R, C,. %.cos B R>

Puis par la relation de Varignon appliquée au moment cinétique :

- A,. % sin 3 - dz.%.cos B
v —k.sin v
Go(310) = Gex{210) + DG Voo =| ~DaycosB | 4| & | Cmy| (R+hasinB)r
v h, + k.cos B v
C.5 R-COS B JR2 R, -dy5 R .sin [3 Ry

- (A2 + m2.d22). E.sin 3 — m,.(R + hy.sin B).(h; + k.cos [3). R
oo V V
Soit finalement : op(2/0) = - D». E .cos B — my.d,.(hz.cos B + KR
2 V . . \4 R
(Cy + my.dy”). R.cos B — my.k.(R + hy.sin B).sin [3. R 2

2.2- Moment dynamique en D de I’habitacle 2 projeté sur V{
En partant de 0g2(2/0)

G, étant le centre de gravité du solide 2 : 3¢2(2/0). Yy =

(d o”(;:i:(i?())) 9-

s oo - - dODDDQ?O oog
1 Méthode par la relation de Bour :  862(2/0). Y1 = ( Géi )j Y1 + Qo0 0062(2/0). Y,

(d OGS??O) )Rz _

D'autre part : Q500062(2/0) . Y1 = Y1 sy . 062(2/0) = V{D% 7y . 062(210) = .35{ 0c2(2/0)

Sachant que I’angle 3 est constant on a par le résultat précédent :

Sachant X; = cos B. X> + sin B.Z, on a par le résultat précédent :
2 2

X, .062(2/0) = — A,. KZ sin B.cos B + Ca. KZ sin B.cos B

2
= Qypoe(2/0). Y = (Cz—Az).%z.sin B.cos B

2

Soit finalement : 5?522570). V{ =(C, - Az).%z.sin B.cos

2™ Méthode :  Sachant que : M = (do%ﬁﬁ())) .Vf + 062(2/0). ( d Y, )R
0

On obtient : 362(2/0). Y, = % — G3l0). ( V ] )RO

d 062(2/0). Y,

dt =0

Or Yi =Y, et I’angle B est constant, on donc par le résultat précédent :
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D'autre part (d (:fl ) =Q,00Y, = % 7, 0¥, = —%. X = —%.( cos B. X, + sin B. 7>)
Ro

, . . nognaa. (d ?IA V2 V2,
Donc par le résultat précédent : 062(2/0). dt Jp. = Az.ﬁ.sm B.cos B + Cz.F.sm B.cos B
0

2
Soit finalement : 5?522570). Y= (Ox Az).%z.sin B.cos (a)

Enfin par la relation de Varignon:  dp(2/0). Y1 = 8¢2(2/0). Y1 + DG>0ms,. IEE;;E;,B. \'e) (b)
Or: DGy0my. agyrmo- Y1 =mo. [ emedYr . DG,

0000 -

2
Par le résultat de la question 1.3 on a : DG>m,. IEGMZ,O .Y, =—my.(R - hysin B).%. 7, DG,
Ayant : DG, =DE+EG,=d). Y, +k.Z, +h>.7Z, ona: Z,.DG,=k +hy.cos B

— oood - - V2
On obtient donc : IﬂE}Z Om,. Iﬂsz,O . Vl = —m,.(R — hy.sin B).(k + h,.cos B).P (c)

Par conséquent on obtient finalement par les relation (a) , (b) et (¢) :

2
dp(2/0). Y = [ (C2 = Ay).sin B.cos B — m,.(R — hy.sin B).(k + hy.cos B) ]%

En partant de c?ﬁfff())
" - d 0 Eiﬁj) - - oooo - -
3 (2/0). Y, = ( I()it R Y1 +ms. Voro Voo Y
D étant fixe dans 1 : Vpre = Vp0 On a donc par permutation circulaire :

000 - oooog - - ooo - oooo - ooo - oooo -
my. vD/RO D\lezmz/o- UYDI = my. {/JDDI/O D\D/szzm 1121 = my. UYDI D{/J DO1/0+ \D/szzm
Or: Vpoo=V.Y:T Donc: Y;OVpg,e=0 D’oufinalement: my. Viro OV Y1 =0

On a donc : & (2/0). Y, = (d Ggiffﬁ)) R, Y,

1" Méthode par la relation de Bour :  dp(2/0). Y, = (d 0121(?)]0)) Y1+ Qo Oop(2/0). Yy

D’une part par permutation circulaire du produit mixte :
20 0op(2/0). Y1 = Y1 Q0 . 0p(2/0) = ?{D% 7. G5(210) =~ X, .Gp(3/0)

Avec : X =cos B.X, +sin . Z, on a par le résultat précédent :
2 2
Qo 00p(2/0). Y1 == (A + ma.dr?) .%.sin B.cos B — m,.(R + hy.sin B).(hy + k.cos B).cos B.%
V2 V2
+(C2+m2d2) zschosB mzk(R+h2s1nB)s1nBs1nB

2
2/0 O O'D(]j/j()) ?1 (C2 + I’nz.d22 - A2 - mz.dgz).%z.sin B.COS B

— my.(R + hy.sin B).(hy.cos B + k.cos” B + k.sin.) %

2
Soit:  Qyo 0ap(2/0). Y, = [(Cy — Ay).sin B.cos B — m,.(R — hy.sin B).(k + hy.cos B) ];/7
d op(2/0
Sachant que I’angle 3 est constant on a par le résultat précédent : ( 121(1 ))R =0
2

2
D’ou finalement :  Op(2/0). Y1 = [(C2 — A,).sin B.cos B — my.(R — hy.sin B).(k + hy.cos B) ]%
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d &Sﬁffd). Yy _ (d onifO)) P+ 8B (d Y/ )
Ro

dt
d Vlj
dt R,

Sciences Industrielles de I'Ingénieur

2™ Méthode :  Sachant que :

On obtient : &)&Dﬁ)) V

D'autre part (d (:fl ) =Q,00Y, = % 7, 0¥, = —%. X = —%.( cos B. X, + sin B. 7>)

d onfffﬁ) V{
LSS (45

Donc par le résultat précédent :
2

?1 &
(_Jj/j ( ) =(Ay+ mz.dzz).ﬁ.sin B.cos B + my.(R + hy.sin B).(h, + k.cos ).cos B.?

2

2
- (Cr+my dzz).%z.sin B.cos B + my.k.(R + hy.sin 3).sin .sin B'ﬁf

2
(_Jj/jO) (d ?1 )Ro =(Ay+ mo.dy> = Cy — mz.dzz).%.sin B.cos B

2

+ my.(R + hy.sin B).(ha.cos B + k.cos’B + k.sin’B).cos B.@
2
d Y, ) = [ (A; = Cy).sin B.cos B + my.(R — hy.sin B).(k + hy.cos B) ]%
0
d op(2/0). Y, 0
dt B

6u2ioy

Or Yi =Y, et I’angle B est constant, on donc par le résultat précédent

0

Ayant : 3n(2/0). Y1
3(3/0). Y1 =[(Cy— A).sin B.cos B — m,.(R — hy.sin B).(k + hy.cos B) |

Finalement on a :

2.2- Simplification du moment dynamique en D de I’habitacle 2 projeté sur VI
R —hy.sin =R

Sachant que h; est négligeable devant R on a :

dp(2/0). Y1 = [ (C2 — Az).sin B.cos B — mz.R.(k + hy.cos B) ]E

On obtient :
3- Cinétique de ’essieu motorisé 1
3.1- Moment cinétique en D
Le point D n’étant ni fixe ni centre d’inertie de 1 : op(1/0) = JIp(1) Qi+ m.DG; O {/ijjf,a
A O 0 8 v 0
D’une part : (1) Q=0 By -Di| . v| =g D
0 - Dl Cl R1 E R1 C1 Rl

dl 0 — 1y h1 AY vV
D’autre part:  m;.DG; O Vp,,0=my| 0 V| = 0 =z
h1 R1 0 R1 ml.dl.V R1 ml.dl.R R]
- ml.hl.R J

S3tifv) =§.[ -D,

On a donc finalement :
Ci. + m.di.R R,
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3.2- Moment dynamique en D de ’habitacle 2 projeté sur V{

do f/jo 0ooo -
Le point D n’étant ni fixe ni centre d’inertie de 1 : SD(j f/b) ( D€ ))R J€7DD,O WG]DI 10

D’une part : (d Olziiffo))RO. UYDf =%— DD(fo (d vl ) )

Or du résultat précédent on a : op(1/0). Y| = - Dl% Donc : % =0
d ?{) Vo ) o e (d {j V2
Ayant : ( dt R, ="} 351 du résultat précédent on a : O-D(_Jf/j()). dt R, = m1.h1.R.F
, d ap(1/0) . V?
Soit : ( %t 0.?1 = —1mj. h]Rif
Dautrepart:  my. Vi Ve Yi =mi YO Vi WVgoe Or: Vg = Vpge= V.Y
DOIlC . VD/O D\}]GJIJDJI/E). v{ = 0
2
Finalement on obtient : S (1/0). Yy = - ml.hl.R.%

4- Application du principe fondamentale de la dynamique

4.1- Théoréme du moment dynamique par rapport a ’axe (D, V{)

On isole le véhicule, les actions extérieures appliquées sur le véhicule sont :

& Le poids de I’essieu : Une force P, =- m;.g. Z appliquée en G

& Le poids de I’habitacle : Une force P, =- my.g. Z appliquée en G,

& Action du sol sur 1 en A : Une force Fr = Na. Z; — Ta. X| appliquée en A
& Action du sol sur 1 en B : Une force Fg = Ng. Z, — Tg. X, appliquée en B
@ Action du sol sur 2 en C : Une force Fc =N¢. Z; —Te. U’ appliquée en C

Calculons le moment de ces actions par rapport a I’axe (D, Y )
= Moy (P =G 0P . ¥y =[d. Yy +h.Z) O0-mig. Z .Y =-mpgd. X, .Y, =0
= Mpy1(Py)= (DG, 0Py). Y =[(d Yy +k Z) +ho. 7)) O-mpg. 7y .Y
Mpyi(Py) = [-ma.g.ds X, - my.g.ho. 72, 07; 1Y, Or: 7, =cos B. 7. + sin B. X,
Moy (Py) = [ - ma.gdy. X; + mp.ghysin B.Y, .Y, = m;.g.h,.sin

= Mo(F) = BA T ED . ¥y = -5 X ONGZ =T X0) | Y7 =S N, 900 = 2.

& JVLDYl( T:‘DBA) = (ﬁi}; O i:‘:BA) . ?14 = |:% . 3814 0 (NB' %la - TB. 3514)}. Vf = —% . NB. Vf. v{ = —g. NB
= Mpy(Fe)=(MDCOFs). Yi =LYy OFc). Yi =Y, OL.Y)). Fc =0. Fc =0
L'application du théoréme du moment dynamique par rapport a 1'axe (D, V{) donne :
So(1/0). Y1 + 3p(2/0). Y| = Moy i(Py) + Mpyi( Py) + Mpyi1(Fa) + Moyi( Fs) + Moy (Fe)

2
[ (C2 = A).sin B.cos B — my.R.(k + hy.cos B) ]% =

O+m2.g.h2.sinB+%.NA—%.NB+O

v?
- ml.hl R2
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C—A, . 2
Donc: % .(Np — N) — my.g.hy.sin 8 = [ml.hl + my.(k + ha.cos B + 2 R 2 sin B.cos B) }VK

4.2- Expression de ’accélération transversale en fonction de I’inclinaison 3

Si les composantes normales N et Np sur I’essieu arrieres sont identiques alors Ng — N = 0.
De I’expression précédente on en déduit :

C- A . 2
my.g.hy.sin B = [ my.h; + my.(k + hy.cos B + 2 R 2 sin B.cos B) }VE

2)

N R — m,.g.h,.sin
D’ou ’accélération transversale : = 2.8-1) B

C-A
R

m;.h; + my.(k + hy.cos B) + .sin 3.cos 3

4.3- Vitesses et inclinaisons

a- Pour une vitesse de 50 km/h dans un virage de rayon 80 m 1’accélération transversale est de :

V2 (50/3,6)°

R 30 - 2,41 m.s™ Soit par lecture sur le graphique une inclinaison de : B=234,5°

2

b- Par lecture sur le graphique pour une inclinaison 3 = 45° on une accélération de : VE =317 ms”

Soit dans un virage de rayon R = 80 m une vitesse de : V =+/3,17x80 = 15,9 m.s' = 57,3 km/h
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