Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Principe Fondamental de la Dynamique : Cas des mouvements simples

1-principe général
1.1- Enoncé général

Un repere R, est galiléen lorsque :

- Ce repere est immobile dans un autre repere galiléen Ry .
- Ce repere est en translation rectiligne uniforme dans un autre repere galiléen Ry .

Pour tous les exercices de mécanique que nous traiterons, tous les reperes fixes par rapport a la terre
seront considérés comme galiléens. (Ce principe n’est pas toujours valable)

1.2- Traduction mathématique du PFD

Si les actions extérieures appliquées sur le systeme S sont modélisées par un torseur {J(Ext/S)}, et
les quantités d’accélération sont modélisées par le torseur dynamique {#D(S/Rg)} on a alors :

Pour appliquer le PFD il faut donc exprimer le torseur dynamique et les torseurs des actions
mécaniques extérieures

1.3- Remarque sur le PES

2- Calcul du torseur dynamique

2.1- Quantité d’accélération d’une masse ponctuelle dm

Si on a une masse ponctuelle dm concentrée en un point M, alors la quantité d’accélération de cette
masse dans le repere galiléen R, est le produit de cette masse et du vecteur accélération du point M par

rapport au repere galiléen : Quantité d’accélération de la masse dm :

2.2- Quantité d’accélération d’un solide S;

Les quantités d’accélération d’un solide S; se modélisent par un torseur constitué d’une résultante

dynamique et d’un moment dynamique :

Avec : La résultante dynamique :

et: Le moment dynamique en A :

Pour un systeme S est constitué de n solides :

Si: Alors :
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3- Résultante dynamique
Soit un solide S; de centre d’inertie G en mouvement quelconque par rapport au repere galiléen R,.

A tout instant et pour tout point MLIS; on a : \F;DSi,Rg = Viosire + MG O Ql?éimg) 1)
. d\’mﬁmsm s d\}]gmsmz
Sachant que : aAMOSiRg = (Tg R, et que : aGOsiRg = Tg R,
. . d MG o (dQ(S/R
On a en dérivant (1) dans Ry : apCsiRg = AGOsiRg T ( at )R U Qﬂ?Si/Rg) + MG U (%&R
g g

s

. . d MG - - d Q(S/R,)
Arisie = AGLsIReT K " )Ri + Q?si/Rg)WG} DQ(Si/Ry) + MG [ (—g—dt jRg

d MG
Les points M et G étant fixes au cours du temps sur le solide S; on a : (T)R =0

d Q”?”si/Rg))
R,
Or par définition la résultante dynamique est donnée par : Rp(Si/Ry) = fffS ayosirg -dm - donc :

Rg?simg) = f f f s, aI?}lDSi/Rg'dm +fff [( QmEDSi/Rg) U ﬁG) O QI?SiﬂQg) ].dm +fffs [ﬁG O (%)Rg},dm
RD(S iRy) = (fffs dm) -AGsirg + [szls /Rg)E(fffS MG. dm)}DQm%:LS /Rg) + (fffs MG.dm E(m_j R,

Sachant que par définition de la masse m du solide S; : fffs dm = m et que par définition du centre

“mlijSi/Rg = “ngSi/Rg + ( Q(Sy/ Ry U K%G) O Qﬂ?si/Rg) +MG [ (

d'inertie G du solide S; : f f f S ﬁG.dm =0  On obtient, quelque soit le mouvement du solide S; par

rapport au solide Sy, la résultante dynamique du solide S| dans le repere lié au solide Sy :

4- Cas du mouvement de translation

4.1- Moment dynamique au centre de gravité
Soit le moment dynamique en G centre d’inertie du solide S; : 50?;/1@ = fffs @M&m&mmg.dm

Or en translation : aMDSi/Rg = aGDSi/Rg donc : 6G(;i/Rg)=fffS- &-M [hGDSi/Rg.dm=( fffsl @Mdm)m aGDSi/Rg
1

Or par définition du centre d’inertie : fffS MG.dm = 0 Donc :

4.2- Expression du torseur dynamique

Soit S; un solide de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement de translation quelconque par
rapport au repere galiléen R,. Alors le torseur dynamique de ce solide par rapport au repere R, est :
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4.3- Théoreme de la résultante dynamique

Si un solide S; de masse m et de centre d’inertie G est en mouvement de translation quelconque par

rapport au repere galiléen R,. Alors :

Ou: 2 lﬁnéxbs est la somme des forces extérieures s’ appliquant sur le systeme S
- 212 . .2
Et: agrs/rg €St le vecteur accélération du centre de gravité G

4.4- Théoreme du moment dynamique

Si un solide S; de masse m et de centre d’inertie G est en mouvement de translation quelconque
par rapport au repere galiléen Rg. Alors :

ou .

Ou: 2 JVFS(LExt -Spet2 JVTA(Ext - S;) sont respectivement la somme des moments en G et en A
des actions extérieures s’appliquant sur le solide S;.

4.5- Cinématique du mouvement de translation rectiligne

Soit un solide S en mouvement de translation rectiligne pour lequel on pose :

& V; et V; les modules des vecteurs vitesses finales et Solide S 4 Sggieti?a
initiales (Vecteurs de méme sens). Et v(t) la vitesse du "y o> °

lide S 3 ; ladatet ‘
solide S a un 1nstant t. X
. ' Vf

< d la distance parcourue sur le mouvement

& T la durée de ce mouvement

(I3
< a la valeur algébrique de 1’accélération : ||aGDS,Rg|| = |a|

En considérant le diagramme des vitesses du mouvement (courbe représentative de v(t)) on a :

@
&
Par exemple, pour un mouvement v(t)
uniformément varié ( a est constante) on a : Vf
a
Vi d
&\ \\ t
(I3
Et: agrsre €St parallele a la direction de translation
(. (.
Enfin : Si Vi > V; alors agrgr, €t Vgrsre sOnt de méme sens
(. (.

Si Vi <V alors agrgr, €t Vgog/rg SONt de sens opposés
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5- Cas des mouvements de rotation autour d’un axe fixe

5.1- Moment dynamique par rapport a ’axe de rotation

Soit le solide S; en mouvement de rotation autour d’un axe fixe dans
un repere galiléen R,. On pose :

“ Ry = (&g , ﬁ?g , Z, ) Un repere galiléen fixe li€ au solide fixe S.
& R; = (%(i , [%{i , HZ ) Un repere fixe par rapport au solide S;

& 0o le parametre angulaire de la position de S| dans Ry : o = (m)

& QE?LSi/Rg) le vecteur rotation du solide S; par rapport au repere Ry : QE?LSi/Rg) =q. Z =W. Z
= @G le centre de gravité du solide S; situé a une distance rg de I’axe de rotation A = (O, %g )= (0, 7 )

On sait que le moment dynamique en O est défini par : Bilsi/Rg) = f f f S OM O amﬁDSi,Rg .dm

N IAss](I)cions a cha&ue point M du solide S; un rg}pére local A
(n,t,z)ou: % z estparalleleal’axe derotation: z = 7o
- . . 1s . Q(S l/R)
% n est perpendiculaire a I’axe de rotation (Il est g
dg’fini par un rayon passant par M)
@ 't est orthogonal a I’axe de rotation (Il est
tangent au cercle d’axe A passant par M)

Etant donné le mouvement de rotation autour de I’axe A a la

vitesse angulaire @ = o du solide S; par rapport au Repere R,,
I’accélération du point M se compose de deux accélérations

od-

< une accélération centripete : -r.w. n

o0 -

@ une accélération tangentielle : r.w. t
On en déduit le produit vectoriel :

OM Daypsime=(r-n +h. 2z ) O0(-r.o. 0 +r.@. t)

ooooo -

Sachant que le moment dynamique en O est défini par : éilsi/RgF fffs OM O ayOsiRrg -dM

6§I(D"si/Rg)=ffva (. ®.z -r.h.o.t -r.h.®.n ). dm
6§(D"si/Rg)=ﬂva 2dm . 7 +fffs_(—r.h.c02.mt ~r.h.®.n ).dm

Les vecteurs n et t varient a I'intérieur de I’intégrale, mais restent toujours orthogonaux a 7.
m- . - N I,
Donc le vecteur : fffs (—r.h.coz. t —r.h.w.n ).dm est orthogonal a 7.
i

Donc : [fffsi(—r.h.ooz.mt —r.h.d).mh),dm]mz=f)

Ou: & Ia(Sj) est le moment d’inertie du solide Si par rapport a I’axe A = (O, 7 )

& Ia(S;) est défini par I’intégrale sur le solide S; :

& L’unité S.I. de ce moment d’inertie est le :
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5.2- Théoréme du moment dvnamique par rapport 2 un axe de rotation fixe

Soit le solide S; en rotation d’axe (A) (fixe dans R,) a la vitesse angulaire  par rapport au repere R.

On pose :
" o : la position angulaire du solide S; par rapport (A) Q(Sl/ Rg)
au repere galiléen R, : w=0a= (11—?

& Ia(Sj) : Le moment d’inertie par rapport a I’axe
(&) du'solide S; : 1n(S) = [ r.dm

& 2 Mp(Ext-S;): la somme des moments par
rapport a I’axe (A) des actions extérieures.

On a alors :

Cas ou [’axe de rotation est ’axe (O, 7 ):

Dans ce cas la somme des moments par rapport a I’axe de rotation est la projection sur I’axe 7 de
la somme des moments en O des actions extérieures. On a donc :

5.3- Cinématique du mouvement de rotation autour d’un axe fixe
Soit un solide S en mouvement de rotation autour d’un axe fixe pour lequel on pose :

“ oy et wy les vitesses angulaires finales et initiales du mouvement. Et wXt) la vitesse
angulaire du solide S a un instant t.

& (t) I’accélération angulaire du mouvement

< T la durée de ce mouvement
< Ad I’angle parcouru sur la durée T du mouvement

En considérant le diagramme des vitesses du mouvement (courbe représentative de wXt)) on a :

@
&
Par exemple, pour un mouvement w(t)
uniformément varié ( w est constante) on a : (1_)f
o, \ At
& \\\ t
T

-
-<

Y
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