Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Moments d’inertie de solides homogene

1- Théoreme de Huygens

Soit un solide S de masse m et de centre de gravité G. 'T\d%

Soit deux axes paralleles de vecteur directeur Z (tel que Z estun
vecteur unitaire : || Z || = 1) et passant par les points O et G.

Soit un point M quelconque de ce solide S.

On pose les distances : = d : Entre les axes (O, Z ) et (G, i/ )
= rg: Entre le point M et I’axe (G, 7 )
= 1o : Entre le point M et I’axe (O, Z )

=

—————
------

Sachant que || Z || = 1 et que par définition du produit vectoriel : {0
m- m m m . i :
foOv]=|lul-||v]|-sinCu,v) i
o1 2 (e V2 :
Onendéduit: d*=(0GOZ ) QGO
s = o i
i c=(GMOZ ) ‘A

- - 2
ro°=(OMOZ )
Par définition du moment d’inertie par rapport a 1’axe (O, Z Jona:

Io}(S)szfSroz.dm:fffs(gMDE )2.dm:fffs((5G+§M)Dm2 )? dm

loz(S) = [ff, ((0G +GM)0Z ).((OG + GM)IZ ).dm

loz(8) = [ff, | (0607 )? +(GMOZ )% +2.(0GOZ ). (GMOZ ) [dm
loz(S) = f[f ddm+ [[[; re’.dm + 2. fffs(éLMDmZ ).(0GOZ ).dm

loz(S) = [ff dm+Toz(s)+2.[ g GMdm]gZ (0607 )

Or par définition du centre d’inertie : fffs éM.dm =0 et de la masse : m = f f f g dm

Donc :

Conclusion

Soit un solide S de masse m et de centre de gravité G. Soit deux axes paralleles : A quelconque et Ag
passant par G distant d’une distance d I’un de I’autre. Alors si on pose Ia et Iag les moments d’inertie par
rapport aux axes AetAgona:

Remarque :
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2- Moments d’inertie de solides homogenes
2.1- Cylindre plein

Soit un cylindre homogene : = D’axe A & De rayon R

& De hauteur h ¥ De masse volumique p
On décompose ce cylindre en volumes élémentaires. Ces volumes élémentaires -
sont des cylindres creux : ¥ D’axe A < De rayon r

# De hauteur h < D’épaisseur dr
Tous les volumes élémentaires dv de masse dm = p.dv sont constitués de points
tous équidistants de 1’axe A. Cette distance étant r, on en déduit pour ce |
cylindre le moment d’inertie par rapport a ’axe A :

Ir= fffs r>.dm

Etant donné les caractéristiques du volume élémentaire : dm = p.dv = p.2.7tr.h.dr

Donc : Ir= f()R rz.p.Z.Tr.r.h.dr = 2.1th.p. fOR r.dr

47R 4 4
Io =2.1th.p. [%]0 = 2.1th.p. RT = %‘2

Sachant que la masse m d’un cylindre homogene de rayon R de hauteur h et de masse volumique p est :

On en déduit le moment d’inertie par rapport a I’axe A :

2.2- Cylindre creux

Soit un cylindre creux homogene : = D’axe A “ De rayon extérieur Rex
& De rayon intérieur Rjy & De hauteur h < De masse volumique p

\J

Ce volume est la soustraction d’un cylindre plein de rayon Rj, a un cylindre

plein de rayon Ry. Etant donné 1’expression établie précédemment concernant

le moment d’inertie d’un cylindre plein, on a pour ce cylindre creux homogene
4 4

_ TLRex -h.p  TERiye .h.p

Yo e
Ty A
P

un moment d’inertie : I I

2 2 b )
4_n. 4
Donc : Ip= TL(Rext 2Rmt ).h.p
[, - TRy’ + Rin’)-(Rey” = Rin'):hp
A =l

2

Sachant que la masse m d’un cylindre creux homogene de rayon extérieur Rey de rayon intérieur Rj, de
hauteur h et de masse volumique p est :

D’ou le moment d’inertie :
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2.3- Parallélépipeéde rectangle
Soit un parallélépipede rectangle homogene :
& D’axe A passant par les milieux de deux faces opposées

& De hauteur h (parallelement a I’axe A)
< De largeur a et de longueur b

< De masse volumique p
On décompose ce parallélépipede en volumes élémentaires. Ces
volumes élémentaires sont des parallélépipede rectangle:

& De hauteur h (parallelement a I’axe A)

< De largeur dx et de longueur dy

Tous les volumes élémentaires dv de masse dm = p.dv sont constitués de points équidistants de I’axe A.
Cette distance étant r = \/Xz + yz, D’ou pour ce parallélépipede le moment d’inertie par rapport a ’axe A :

IA:fffs rz.dm=fffs * +y%).dm

Etant donné les caractéristiques du volume élémentaire : dm = p.dv = p.h.dx.dy
) _ 2, .2
Donc : In= fffs (x" +y°). p.h.dx.dy

+b2[ ,tal2 5 2
I,=ph fb/zUafz (x +Y)-dX}.dy

+b/2) +a/2 +b/2 2
In=p.h fb/2|:_+y X}_ -dy = p.h. fb/z( y.a).dy

a’ oy 2 a’b bla
Ia=ph{p¥y+32|  ,=ph{p*

=b/2
p.h.a.b.(a® + b?)
12

Sachant que la masse m d’un parallélépipede rectangle homogene de dimensions a x b x h est :

Ir=

On en déduit le moment d’inertie :

5.4- Sphere pleine

Soit une sphere homogene :

“ De rayon R
< De masse volumique p

On décompose ce cylindre en volumes €lémentaires.

>

h
Ces volumes élémentaires sont des cylindres creux :
= D’axe A © Derayonr
< De hauteur h & D’épaisseur dr

Tous les volumes élémentaires dv de masse dm = p.dv sont constitués de points équidistants de 1’axe A.
Cette distance étant r, on en déduit pour ce cylindre le moment d’inertie par rapport a I’axe A :

Ir= fffsr .dm = Rr .dm

Etant donné les caractéristiques du volume élémentaire : dm = p.dv = p.2.7tr.h.dr
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On pose O I’angle défini par un plan perpendiculaire a 1’axe A et la droite passant par 1’arrét intérieure de
ce cylindre creux. Ce plan et cette droite passant tout deux par le centre de la sphere.

On a alors : r = R.cos 6 dr = — R.sin 6.d© h =2.R.sin 6
0
Onadonc: Ip=- fm (R.cos 8)*. p.2.7t R.cos 0. 2.R.sin 6. R.sin 6 d6

2
In=4.tR.p. fo cos’0 . sin”* 6 . dO
In=4.tR.p. ngz (cos6.( - sin?0) . sin’ 8).do
2
In=4.tR.p. f o (cosB. sin’0 —cos 0.sin*0) . dO

in’0 sin’0 V2 1 1
sin”® _sin 9] =4.Tr.R5.p.(———)=4xz.
3 5 0 3 5)73x5

Sachant que la masse m d’une Sphere homogene de rayon R et de masse volumique p est :

I, = 4.TtR°.p. [ TtR’.p

On en déduit le moment d’inertie par rapport a tout axe A passant par le centre de la sphere :

5.5- Barre de faible section

Soit une plaque parallélépipédique homogene :
< D’axe A passant orthogonalement au milieu de la barre.
= De Longueur € (orthogonalement 2 I’axe A)
" De largeur a et d’épaisseur b
< De masse volumique p
Cette barre est un parallélépipede rectangle homogene de masse
volumique p dont la masse est donc :
m=p.lab
Et le moment d’inertie par rapport a cet axe A
m.(* +b°)
h=—""7—""
12

Or Iépaisseur b de cette plaque étant négligeable devant sa longueur € on a : b® négligeable devant £

Donc cette plaque homogene de hauteur h, largeur a, épaisseur e, masse volumique p a une masse de :

m =p.l.a.b

Et un moment d’inertie par rapport a I’axe A parallele a la hauteur et passant par le milieu de la plaque :

m.
12

IA=

Remarque :
On montre que cette expression reste valable pour toute barre. Méme si la section n’est pas
rectangulaire. A la condition que les dimensions de cette section restent faibles devant la longueur.
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