Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Théoreme de I’énergie cinétique : cas des mouvements simples

1-Théoreme de I’énergie cinétique : Enoncé

1.1- Démonstration pour une masse ponctuelle

. . R . m- .
Soit une masse ponctuelle au point P de masse m en mouvement a la vitesse Vppp g, par rapport a
un repere galiléen.
og -

Si cette masse ponctuelle m est soumise a une force F alors celle-ci fera varier la vitesse

oo-

oo- oo- oo- dV
Veomrg conformément au PFD :  F =m.apg, g, =m (%)
Rg
Faisons le produit scalaire de cette égalité avec la vitesse VP]Em,Rg. On a alors :
oo- l e 2
0o - oo- dVPI:Im/R 0o - d2'm'VP|:Imng
F . Vpomre=m dt Re - Voomre = dt

1 o s . ) . . . .
Le terme : 5-m. VPDm/RgZ est homogene a une énergie. Cette énergie est due a la vitesse de la

masse ponctuelle m dans le repere galiléen Rg. Il s’agit donc de I’énergie cinétique de la masse m dans
son mouvement par rapport au repere Rg.

m- . . 5, . o e . , 92 :
Le terme F Vpomr, fait donc varier I’énergie cinétique. Il s’agit donc d’un échange d’énergie avec
I’extérieur de la masse m. Il est homogene a une énergie par unité de temps, c'est-a-dire a une puissance.
11 s’agit donc de la puissance de la force DE* par rapport au repere galiléen Rg.

1.2- Enoncé pour une masse ponctuelle

La puissance des forces extérieures par rapport a un repere galiléen s’appliquant sur une masse
ponctuelle au point P est égale a la variation par rapport au temps de 1’énergie cinétique par rapport a ce
méme repere galiléen.

.« w.  dEJ(m/R 1
SFine- Vetnme = gt 2 ou: Ec(w/Rg)=ym. Vet

1.3- Généralisation a un solide

Un solide S; de masse m peut se décomposer en une infinité de petite masses ponctuelles dm situées
en P pour lesquelles on a: m = f f fs dm. La somme de toutes les égalités liées au théoreme de 1’énergie

cinétique appliqué a toutes les masses dm donne alors :

oo~ oo~ oo~ oo - d _Ec(dm/Rg)
fffSi Fext - Vpogrg + fffSi Fint - Vposmg = j J fSi d Ec(cllltl/Rg) _ f f fS. =

A partir du principe des actions mutuelles e

oo- oo

On montre pour un solide que : fffs Fint - Vposrg = 0

oo- oo-

D'autre part : |, g Foxt- Veosmg = ZPEXtS/Ry) et 1. g Ec(dm/Ry) = Ec(S/R,)
On a donc pour un solide S; :

> P(Ext - S/R,) = d chisfl Re)
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1.4- Généralisation a un ensemble de solides

n
Pour un systeéme S constitué d’un ensemble de solides indéformables S : S =} §S; .
i=1

L’énergie cinétique de ce systeme est la somme des énergies cinétiques de chacun des solides :

n
Ec(S/Rg) = 2. Ec(S/Rg)

i=1
Prenons I’exemple d’un systeme S constitué de deux solides S; et S, :

2
Y % P(Extsi— Si#R,) = Z P(Exts - S1/Ry) + P(S2 - S1/Ry) + = P(Exts - So/Ry) + P(S| - So/Ry)
i=1

2
Y % P(Extsi - Si#/R,) = I P(Exts - S/Ry) + P(S2 - Si/Ry) + P(S| - Sy/Ry)
i=1

Le terme P(S; - S1/R,) + P(S1 - So/R,) est appelé la puissance des inter-efforts du systeme constitué
des deux solides, ou puissance des actions intérieures du systeéme. On la note : P(Ints — S/Ry) .

2
On obtientalors : . 5 P(Exts; - S#/R,) = £ P(Exts - S/Ry) + P(Ints - S/R,)
i=1

On montre de la méme maniere en généralisant a un systeme S constitué de n solides S; :

n
> Z P(Exts; - Si/R,) =X P(Exts - S/R,) + X P(Ints - S/R,)
i=1
Donc pour un systeme S constitué d’un ensemble de solides si on note :

< 2 P(Ext-S,Rg) et 2 P(Int—S,Rg) les sommes des puissances des actions extérieures et
intérieures au systeéme S, par rapport au repere Galiléen R,

& Ec(S/Rg) I’énergie cinétique du systeme S par rapport au repere Rg.
Alors le théoreme de I’énergie cinétique s’écrit :
d Ec(S/Rg)
dt

2 P(Ext - S/R,) + 2 P(Int - S/R,) =

2- Calcul de I’énergie cinétique
Soit un solide S décomposé en une infinité de petite masse ponctuelles dm situées en P. On a alors :

og -

m = fffs dm et: Ec(S/Rg) = fffS Ec(dm/Rg) = fffS % VPDS,Rg2 .dm

2.1- Cas d’un solide en translation

Pour un solide en translation quelque soit les points Pet Aon a: VP]ES,Rg =V A]LDS,Rg

Onen déduit:  Ec(S/Rg) =[], S % VAEU;S,Rg2 .dm = % VAEU;S,Rg2 . g dm

Donc : [ le point A : Ec(S/Rg) = % m. VADSQ,R;

oo-

Cette relation est notamment valable avec le centre de gravité G du solide : Ec(S/Rg) = % m. Viogr 2

2
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2.2- Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe dans la repere galiléen R,

Soit un solide S en rotation d’axe A telle que la vitesse de rotation est .

Quelque soit le point P de S il existe un point P’ défini comme le projeté orthogonal du point P sur
I’axe A. Le segment PP’ est alors le rayon de la trajectoire circulaire de P ( Tpnosr, ) défini par la rotation.

od- o

Quelques soit le point P on a alors :  Vppgpe = Vpr DSa,Rg + PP’ I]QD(DSD/Dﬁé)

Or le point P’ étant sur I’axe A : VP?Sg,Rg =0 donc : VI:]DS;Rg - PPPO QD(DSD/Eﬁé)
D’autre part : QD(DSD/Dﬁé) 0 PP’ donc: VI)DSS;RgZ = ||1§E’%’||2 ||QD(DSD/DI£Q)||2

Par conséquent : Ec(S/Rg) = fffS % ||lgi’a’||2 ||QD(DSD/Eﬁé)||2 dm

Or: ||Q(S/Rg)|| = w quelque soit le point P
Et: PP’ estun rayon.

Donc si on note r ce rayon on a : Ec(S/Rg) = fffS % r’. o’ dm

Ec(S/Rg) = % : U JJs rz-dmj %

Donc si un solide S est en rotation d’axe A alors son énergie cinétique dans le repere Rg est :

Ec(S/Rg) = % IAS) . o

Ou: & ] est le moment d’inertie de S par rapport a A
& west la vitesse de rotation de S par rapport a Rg

2.3- Cas de plusieurs solides

n

Si un systeme S est constitué de n solides S;: S = ¥ S; alors I’énergie cinétique du systeéme par
i=1
rapport au repere Rg est la somme des énergies cinétiques de chacun de ces solides par rapport a Rg.

Ec(S/Rg) = 2 E(Si/Rg)
i=1

3- Puissance d’une action mécanique

3.1- Action mécanique

Une action mécanique d’un corps S; sur un autre corps S, est en générale la somme sur une surface
2 d’une pression répartie pm(LP), ou sur un volume V d’une charge de densité gm(LP), variable ou constante
en fonction du point P. L’action mécanique qui résulte de cette charge répartie peut étre modélisée par le
torseur dont les éléments de réduction en A sont pour :

oo- oo

& La résultante R( - 2) tel que : R(iu_: 2)= f f 5 p(P).ds ou = fffV g(P).dv

oo- oo- oo- oo - oo

= Le moment en A Mx(1-2) tel que: Ma(1-2)= ], 5 APCp(P).ds =([ fv AP(P).dv

=
=
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3.2- Puissance d’une action mécanique
3.2.1- Définition

La puissance d’une action mécanique sur d’un corps 1 sur un solide 2 par rapport au repere R, est la
somme des puissances des forces élémentaires créées par la charge répartie de densité p(P)

oo- ooooo -

Onadonc:  P(1-2/Ryp= | fz P(P). Vo, ds

3.2.2- Démonstration

Quelque soit les points A et P ona: mez/Rg = V AT2Rg + Q(2/Rg)DAP
Donc: P(1-2/Ry) = f f 5P o(P). [VADZ,Rg + QIRYTAP .ds
P(1-2/Ry) = |]. 5 p(P).VAm,Rg.ds +]. 5 p(P).Q(2/R)OAP ds
P(1 - 2/R,) = \ﬁmg. f f 5 pz{P).ds + f f 5 Q(2R,).AP Dpzfp).ds
P(1- 2Ry = Vaoe {f z p(P).ds + Q(2IRy). {f z APCp(P).ds
Or: f f s p(P).ds = R( [1DL—> 2) est la résultante de 'action de 1 sur 2
f f s XP mezP).ds = ./I/LAELI —2) est le moment au point A de l'action de 1 sur 2

3.2.3- Conclusion

La puissance d’une action mécanique d’un corps 1 sur corps 2 par rapport au repere R, est :

oooo- oooo - ooooo - oooo -

P(1-2/R,) = V,more - RA52) + QQ2/R,).MA(152)

La somme de ces deux produits scalaire est appelée :

Le comoment du torseur de I’action mécanique (torseur sthénique) de
1 sur 2 par le torseur cinématique de 2 par rapport au repere R,.

P(1-2/R,) = {T(1-2)} O {V2/R,)}

Remarque : Pour calculer le comoment d'un torseur cinématique et d'un torseur sthénique, on fait la
somme des produits scalaires entre les résultantes et moments. Cependant ATTENTION

Pour un comoment les torseurs doivent étre exprimés au méme point.

3.2.4- Puissance d'une force

gijlé/Rg }

Fi_,
Si l'action est une force Fpln_:z appliquée en un Point A: P(1-2R,) = { } U {
A A \FIXED/Rg

ooooo -

Soit : P(1-2/Ry) = F1q2 - Vamorg

3.2.5- Puissance d'un couple

. f-) gijlé/Rg
Si I'action est un couple de vecteur Cily: P(1-2,R,) = O
A éﬂlz A \FIXED/Rg

goooo -

soit:  P(152/Rg) = Cy 5. Qypg
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4- Travail et puissance des actions de liaison

4.1- Puissances des actions de liaisons intérieures

Soit un ensemble S constitué de deux solides 1 et 2. La puissance des actions intérieures a
I’ensemble S est la somme de la puissance de I’action de 1 sur 2 par rapport au repere R, et de celle de 2
sur 1 par rapport au repere R, .

On adonc : P(Int - S/Ry) =P(1-2,R,) + P2 1,Ry)
Soit : P(Int - S/Ry) = {T(1-2)} O {V2/Rp)} + {T(2 - 1)} O {V(1/Ry)}
P(Int - S/Ry) = {T(1-2)} O {V2/Rp)} + {T(1-2)} O {VR,/1)}
P(Int - S/R,) = {T(1-52)} O [ {V2/RY} + {VR/1)} ]

Soit :
Conclusions La puissance des efforts intérieurs est :

&

&

4.2- Puissances des actions de liaisons extérieures

Soit un ensemble S constitué de plusieurs solides dont le solide 1 et un solide O extérieur a
I’ensemble S. Tel que ce solide O est en liaison avec le solide 1.

La puissance de I’action extérieure du solide O sur le solide 1 par rapport au repere R, est :

Le premier comoment est nul si la liaison est parfaite et le deuxieme comoment est nul si le solide
extérieur O est fixe dans le repere R,.

Conclusions
@
Et:
@
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