Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Condition fondamentale de stabilité : Critere algébrique

1- Définition
1.1- Stabilité

Un systeme dynamique est stable si a une entrée bornée sur [0,+x] il
répond par une sortie bornée sur [0,+x].

Remarque : Exemple de systeme instable
Un systeme est stable si la réponse libre du systeme tend &t} st}
vers zéro a I’infini. La réponse libre étant la réponse a une entrée .
tendant vers 0 a l'infini : Comme par exemple une impulsion telle . .
lI'impulsion de Dirac. 0 0

Exemple de systéme stable

e(t) s(t) e(t) s(t)
I — >
o—> t (lgt o t -Om?t

Etudier la réponse libre d’un systéme, revient a écarter le systetme de sa position d’équilibre (Par
exemple par une entrée de type impulsion et a analyser sa réponse. Ce systeme est :

< Stable si il a tendance a revenir dans sa position d’équilibre.
< Instable si il a tendance a s’en écarter.
< Juste stable ou oscillant si il ne revient pas dans sa position d’équilibre mais ne s’en écarte pas.

1.2- Equation caractéristique et poles d'un systéme linéaire

On a montré (voir cours sur la précision des Retour unitaire Retour non unitaire
asservissements) que tout asservissement avec un

. S E(p) +
fonctionnement normal peut se ramener a un X Hw)
schéma bloc a retour unitaire ou non unitaire. (voir -
schémas blocs ci-contre)

On en déduit que la fonction de transfert en boucle Kgo Ngo(p)

fermée de l'asservissement : FTBF(p) peut s'écrire en fonction p° Dgo(p)
de la fonction de transfert en boucle ouverte : FTBO(p) : FIBF(p) = s Kgo Ngo(p)
FTBE(p) = —1B2(p) p® Deo(p)

1 + FTBO(p) Soit :
o Kso Npo(p) Kgo.N
soitsiona: FTBO(p) =—¢ - FTBF(p) = 50-Ngo(p)
p Dso(p) ®) p*.Do(p) + Kgo.Npo(p)

Les poles de la FTBF sont les zéros de son dénominateur Dgg(p)

Soit les solutions complexes de 1'équation Dgp(p) =0
or: p“.Deo(p) + Kpo.Npo(p) =0 = 1+FTBO(pP)=0 Donc :

Les poles de la FTBF sont les solutions complexes de

I’équation caractéristique de 1'asservissement : 1+FTBO(p)=0

Remarque : Pour un asservissement il n'y a pas de poles nuls car il faudrait Kgo =0
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2- Stabilité d’une fonction de transfert : FTBO ou FTBF

Soit une fonction de transfert ayant des poles réels et complexes : n, poles réels p; et n. paires de

pdles complexes conjugués : pei = a; * by.j.

On en déduit que le dénominateur D(p) de la FTBF s'écrit :

Mm@-pi- N [ (p—a)™+b]

Dgr(p) = = .
M pal- 1 [peil

i=1

ne

i=1

Dans ce cas la réponse du systeme a une impulsion de Dirac en entrée E(p) = 1 est : S(p) = Hgr(p)

On montre alors (C'est la décomposition en éléments simples) que pour un numérateur constant
Ngr(p) = K cette fonction symbolique de la sortie peut s'écrire sous la forme d'une somme :

ne

S(p) = 3 —

izt P~ Pri

Kci

51 (p — ai) ™+ b;°

Par la transformée inverse de S(p) on obtient donc la réponse temporelle a une impulsion de Dirac :

n,

S(t) =2 I<ri°e

i=1

pri-t = &
+ izzl bi . €

At Gin(b.t)

Remarque : Dans le cas ou Npo(p) n'est pas une constante, on a une réponse similaire avec des
polyndmes en t en lieu et place des constantes K;; et K.

2.2- Condition fondamentale de stabilité Critére algébrique

Le systeme est stable si pour une impulsion de Dirac la réponse s(t) — O pour t — oo. Il est donc
stable si et seulement si les différentes valeurs des p;; et a; sont négatives.

Donc un systeme linéaire est stable si tous les poles de sa fonction de
transfert sont a partie réelle négative.

2.3- Position des poles dans le plan complexe
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Cas particulier 1 :

Un systeme présentant un certain
nombre de pdles complexes a partie réelle
nulle est un systeme juste oscillant (ou
systtme marginalement stable ou quasi-
instable).

Cas particulier 2 :
Un

systtme « intégrateur pur »
( FTBF(p) = é ) est un systéme instable car

une entrée en échelon conduit a une sortie
en rampe.
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3- Modes dominants

3.1- Poles dominants : Définitions

On appelle mode de fonctionnement le comportement du systeme associée soit a un pdle réel soit a
une paire de pdles complexes conjugués. Les modes de comportement correspondent évidemment aux
différents termes de la réponse impulsionnelle du systeme dont la réponse est :

s ri-t e ci i't .
s(t)= 3 Kri.ep + 3 %.ea sin(b;.t)
i=1 i=1 i

Pour un systeéme stable (parties réelles des pdles négatives) plus les parties réelles sont proches de 0
plus la convergence due a I'amortissement est lente et donc plus le systeme a un comportement proche de
ces modes. Donc :

On appelle poles dominants de la fonction de transfert en boucle
fermée (FTBF) du systeme les poles les plus proches de 1'axe imaginaire.

3.2- Approximation du fonctionnement du systeme par les modes dominants

On appelle modes dominants les modes de fonctionnement associ€s aux poles dominants.

L'expression de la fonction de transfert peut donc étre approximée par une fonction de transfert dont
le dénominateur est défini par les seuls pdles dominants.

Donc si on a un systeme avec une FTBF dont le numérateur est un gain pur Kgg, avec n; poles réels
pii et n. paires de poles complexes conjugués p. = a; + b;.j tous a parties réelles négatives alors :

Kgr I'I |pri| . I'I (ai2 + biz)
FTBF(p) =— i=l - i=1 S )
Nn@E-ps)-n [P-a) +b]
i=1

i=1
Cette fonction peut s'écrire sous sa forme canonique :

KBF
FTBF(p) = 2 2

m(op ) ™ ((p-a)+b,

nil+ - M S R)

: Il )" a;" + b;

l=1 1=1
Elle peut étre approximée par la fonction de transfert correspondant au mode dominant :

K 3 A ] /
FTBF 4(p) = —BE_ si on a un pole dominant réel py
1+ P
[Pl
K . . A . .
FTBF 4(p) = BZF 3 sion aune paire de poles dominant ap  by.j
(p - f;D) + ZbD
ap + bp
Exemple :
. < . — 1
Soit un systtme dont la FTBFest:  Hgp(p) = 1+535.p + 1’775.p2 n 0’125.p3
Les poles de cette FTBF sont : pi=-10 p.=—4 p;=-—0,2
1

La FTBF peut alors étre approximée par : HBF(p) = m
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