Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Démonstrations de cinétique

1- Notations pour les démonstrations

Soit un repere R ce repere est le repere dans lequel on applique le Principe Fondamental de la
Dynamique ou le Théoreme de I'Energie Cinétique. Il s'agit donc d'un repere galiléen.

Soit un solide S # de masse M
& de centre de gravité G
# auquel on associe un repere Rg
& Ce solide est constitué de masses élémentaire dm aux points P. On a donc :

M= fffam [[f; Gpam=0

Soit un point A fixe dans le solide S.

Soit un point O fixe dans le solide S et dans le repere R

On note d§,§ la résultante cinématique (Vecteur rotation) du mouvement de S dans le repere R.
On note les coordonnées des vecteurs KDP, E)Dlj, GP et d§,§ dans le repere Rg liée a au solide S :

XAP Xop XGp ) Wy
AP = Yapr OP = Yopr GP = Yap SR=| W
Zap/Rg Zop/Rg Zgp /Rg W3 /Rg

2- Résultante cinétique

Par définition la résultante cinétique est le vecteur : @fR) = f f f g ;;Sj,}{ dm

Selon la relation de Varignon : Vense = Voo + Qsr OGP
Donc : Rc(S/R) = fffs Vengr-dm + fffs Qsr O GP.dm

Or @ijjsj,}; et dS/R sont liés au mouvement du solide S par rapport au repere R et donc sont
indépendant du point P suivant lequel se fait l'intégration sur le solide S.

Donc:  Rc(S/R) = Vps. fffs dm + Qs D[fffs GP. dm}

Or: M:fffsdmet fffsﬁfpidmzb

Onendéduit: Re(SR) = MVinsm

3- Moment cinétique

Par définition le moment cinétique au point A est le vecteur : OA@&) fffS APO DDDSD,IQ dm
Selon les relations de Varignon :  Vpogr = Vangs + QsrOAP et Chasles : AP = AG + GP
Donc:  GA(S/R) = [{]. S AGIV g.dm + [ [, S GPIV ypsm.dm + [ | S APCQgrOAP.dm

Or V;DDSD,R et AG sont liés solide S ou a son mouvement du par rapport au repere R et donc sont
indépendant du point P suivant lequel se fait 1'intégration sur le solide S.

Done: xR = JJ g m | AGOV, o+ | JS S5 OPam oV, 56 + [ APOOSROAP.dm

Or: M= fffs dm et fffs GP.dm =0

Onen déduit:  GA(S/R) = MAGIV spge + [ fs APCQgrOAP.dm
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XAP W, XAP XAP 0h.ZAp — WB.YAP
D'autre part : AP DQS/RDA]P =| yap | u» Ll yap | =] yap L] 0s.Xap — Wy.Zap
Zap /Ry \Ws/Rg \Zap/Rg \ZaP/Rg \Wy.yap — Wr.Xap/R

(01-(YAP2+ZAP2) — W.XAP.YAP — UB.XAP.ZAP }
Rs

AP Dds/RDA]P =| — W.Xap.YaP + (-02-(XAP2+ZAP2) — 0%.YAP-ZAP
— 1.XAP.ZAP — W.YAP-ZAP + UE-(XAP2+YAP2)

Yap +Zap  — XAP.YAP  ~ XAP.ZAP O]
Donc : AP Dds/RDA]P =| — XAP.YAP XAP2 + ZAP2 — YAP-ZAP .| W
Rs \ s /Rg

2 2
— XAP-ZAP ~ YAP.ZAP XAP t YAP

YAP +Zap XAP YAP — XAP-ZAP (V]
dou: o A@/ﬁ) =M.AG AOSR + fffs — XAP-YAP XaP +Zap YAP ZAP 0| .dm
— XAP-ZAP  ~ YAP.-ZAP XAP + YAP Rs \Ws /Rg

Or Qg est lié au mouvement du solide S par rapport au repere R et donc est indépendant du point P
suivant lequel se fait l'intégration sur le solide S.

YAP +Zap XAP YAP — XAP.ZAP (V]
Donc : 0, ;(ij/k) = M.AGLV, ]D]s]/ﬁ + fffs — XAP-YAP Xap +Zap YAP ZAP dm || W
Rs Rg

~ XAP-ZAP T YAP-ZAP Xap” + YAP W3
fffs (yAp2 + ZAPZ).dm fffs - XAp.yAp.dm fffs - XAP.ZAp.dm
En posant : JAS) = fffs - XAP.yAp.dm fffs (XAPZ + ZAP2) .dm fffs - yAp.ZAP.dm

fffs - xAp.zAp.dm fffs - yAp.zAp.dm fffs (XAP2 + yAPZ) .dm RS

On obtient : oA(S/R) = M.AG AD;su/ﬁ + JAS) .Osr

Calcul au centre de gravité G ou en un point fixe O dans R

D:jans le cas ouD on prend 1 pour le point A, le point G centre de gravité ou O point fixe dans R, on a
1& éG 6 ou €/DADS/1; = ODS/I; = 6 On obtient donc :

ocOR) = Ja(S) Osr et 00(S/R) = Jo(S) .

4- Théoreme de Huygens généralisé

Quelque soit le vecteur U etle point A, on peut définir une rotation d'axe (A, Q@ﬁ) et de vecteur
. O- - . N
rotation Qgr = U du solide S par rapport au repere R.

On a alors : Vg = 0 et donc g (SR = JuS) .U
D'autre part de la relation de Varignon sur le torseur cinétique : ODAD@/k) = Ojgj(ij/jR) + AGIM.V, ]D]s]/ﬁ
On obtient donc : JAS) .U = 14S) .U +M.AGOVsem
Or pour cette rotation d'axe (A, U) etde vecteur U @ Vgogr = Vangr + U DAG
avec : Vangp= 0

On a donc la relation de Huygens généralisées applicable quelque soit le vecteur U

JaS) .U = JoS .U +M.AGOU DAG
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a (V)]
On note les coordonnées du vecteur AG dans le repere Rg : AG = (b] . Avec: di,i{ = {002]
Rg W3 /Rg

a W a a c.0» —b.uy
Onaalors: M.AGOQsxOAG=M.|b| O/w| O/b| =M.|b a.03 — Cc.0y
C/Rg \W3/Rg \C/Rg C/Rg \b.wy —a.» /Rg

(b2 + cz).ool —ab.» —a.c.ux
ou: M.AGO dS/RD AG=M.| —ab.w + (a2 + cz).ooz —b.c.uy
—a.c.y —b.c.oy + (a2 + bz).oog Rg

b°+c¢c” —ab -ac Wy
ouencore: M.AGO dS/RD AG=M.| —ab a’+c®> —bc |
—ac -bc a’+b’ Rg \ s /Rg

b’+c> —ab -ac
Onobtientdonc:  JA(S) .Qsr= Jg(S) .Qer+M.| —ab a’+c® —-bc | .Qgr
—ac -—bc a’+b’ Rs

Cette relation étant vérifiées quelque soit le vecteur rotation di,i{ on en déduit :

b>+¢> —ab —a.c a
JA(S) Re= Je(S) Rs* M- —ab a’+c? -bec oi: AG=|b
Rs R

—a.c —b.c a’+Db? c

5- Energie cinétique

Calcul par le comoment des torseurs cinétique et cinématique

Calculons le comoment du torseur cinétique et cinématique d'un solide S par rapport a un repere R.
Quelque soit le point A appartenant au solide S on a :

{€(S/R)}D{V(S/R)} = I PDDDSD/EDTH 0 { . }
Al JJs APVrcsmam | = [ vy
{C(S/R)}O{VU(S/R)} = f JJg Veosmdm Vacgr + Gsr. [ f [ APOVprgr.dm.
(eSRITVSRY = [ Vorgr(Vensw + APIOsk).dm + [[ [ Qs APIV g dm
(@S/R)IT{USRY) = [ Versn dm + [[[( Vergr APDOsrdm + [f[( Gsr APOVpigr.dm
(@S/R)IT{USIRY) = [[f( Vergn “dm + [[[( Qsr Voo DAP.dm = [ff( Qsr Veogr DAP.dm

DDD 2

(ESRND(VS/R) = [[[ Vergr *dm

or I'énergie c1net1que d'un solide S dans son mouvement par rapport au repere R est le réel :

ES/R) = [ff 5 Vi “dm

Donc I'énergie cinétique d'un solide S dans son mouvement par rapport au repere R est le demi
comoment des torseurs cinétique et cinématique de ce solide S dans son mouvement par rapport a R :

Ec(S/R) = % ACS/R)II{V(S/R)}

On en déduit : Ec(S/R) 2 M. €}DDDDSD/1i 2 + M.AGD&DDDDSD/Q dS/R + = dS/R JA(S) dS/R
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Calcul par le centre de gravité G

Au centre de gravité G les torseurs cinétique et cinématique du solide S dans son mouvement par
ooo -
M.Vigosk
SR

et: {VSR)} = {@Q}

GOS/R
G

rapport au repere R, ont pour expression :  {€(S/R)} = { 1(S) .Qsn
gl Jo SR

D'oul I'expression de 1'énergie cinétique :  Ec(S/R) = % MVgner 2+ % Qsr. Ja(S) .

Calcul par un point fixe O dans R

En un point O fixe danss R les torseurs cinétique et cinématique du solide S dans son mouvement

£

O

M.Veosr
par rapport au repere R, ont pour expression :  {€(S/R)} = m O et: {US/R)} =
O

D'ou I'expression de I'énergie cinétique : Ec(S/R) = 1 ds/R Jo(S) ds/R

6- Résultante dynamique

Par définition la résultante dynamique est le vecteur : R]D](jﬁR) = f f f g 21;]5352{ dm
Selon la relation de Varignon : Vinsi = Vongr + Qsr O GP
000 - 000 -
ooooo - d{}DDS/R ooooo - d&DGDS/R
Sachant que :  appgr = dt R et aGosRr = dt R ona:

(d WS&};)R . (d (Qsr O EfP))R

aprsR = dt dt
0oooo - 0oooo - dds/R d&}jP
apsiR = Agosr t ( D GP + dS/R “dt R

. . d GP dGP Efp ]
Or d'apres la relation de Bour : “dt Rg = R+ ds/R OGP

. . d GP d GpP EfP
Or les point P et G sont fixes dans Rg donc FT Rg= 0 donc : =GP [ ds/R

. . (d Qs
Donc s = o + | 2 | 0GP + Gion 0GP DO

Soit: RS0 = [[f, acrmm s [[F, [L2% ) 0GPam+ [[f, G 0GP DG dm

Or agpgr et Qg sont liés au mouvement du solide S par rapport au repere R et donc sont
indépendant du point P suivant lequel se fait 1'intégration sur le solide S.

Do R0 = [ (s o (4535 e 1T 6P - i S pam o

Sachant que définition de la masse et du centre de gravité d'un solide S :

M= [ff an e [ff, GP.am=0

Onen déduit:  Rp(S/R) = M. agngr
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7- Moment dynamique

Calcul au centre de gravité G

Par définition le moment dynamique en G est le vecteur : &;](ﬁj/k) = f f f g GP O &f{sflg .dm

. . ooo - ooo - 0- -
Selon la relation de Varignon : Q/JPDS,R = Vgosr + Qsr U GP

ooooo - (d{}DDS/}g) t: oooog - (d&DGDS/};)
R R

SaChaIlt que . aPDS/R dt aGDS/R = dt
_ oo (dVpigr)  (dQse OGP))  woon. (d(Qer OGP)
ona: apsR = dt RT dt R =~ @GOSR dt R

ot 8R) = [, OF D+ [Jf, 6o LOEIER)

ooooo -

Or agpgr est lié au mouvement du solide S par rapport au repere R et donc sont indépendant du
point P suivant lequel se fait I'intégration sur le solide S.

done: [ff 8P Dagrdm=[ S OP9M | 050 avee: ([, GP.dm =0

(1. <00 N N(or D&DP))
On en déduit :  dG(S/R) = f f f S GP D( dt R -dm (a)
d GP d GP )
D'apres la relation de Bour : (—dt )Rs = ( dt )R + ds/R 0GP
d GP d GP
Or les point P et G sont fixes dans Rg donc (—dt )Rs =0 donc : ( dt ) =GP [ ds/R

Donc : (dgfp) OGP OQgr=0  soit: fffs[d(ffp) 0GP OGsR).dm=0 (b)

Des équations (a) et (b) on en déduit :

3a(S/R) = [ [&fp D(d (dsn:itﬂ E*EP))R . (d Efpj 0 & DQS/R)}
5 (S/R) = fffs (d GP 0Qgx O ) dm [ fffs GP DdS,R 0 @P.dm]

dt R

Or en page 2 on a montré que fffs GP 0Qgr OGP .dm = GG(ij/k)

On en déduit donc:  BG(S/R) = (d o(a(isu/h) jR

Calcul en un point A quelconque du solide S

D'apres la relation de Varignon appliquée au torseur dynamique :
3a(S/R) = 8G(S/R) + AG ORp(S/R)
3a(S/R) = 3G(S/R) + AG [M. agrgr

5.S/R) = (d 0065%1)) L A6 ™ (d €’jimjsj/li)R

SR (do(;@k)) + 8% O (dﬁssj";)R{%)waﬁgﬁ SSQQE(dKDGj
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Bt = (L08R (AAGOM Yooy o 49 )
S8 = (d o(;@h)) (d AG [ 1€5€§ﬁR)) o ( )
S8 = (d o(;@h)) (d AG [ 1€5€§ﬁR)) o ( )

5.8/R) = (d [ 06(S/R) + i\fG leCD@fR)])RJrM oo ( d AG )

Or d'apres la relation de Varignon appliquée au torseur cinétique :

SRR = CER) + 3G DESER)
Donc: 85870 = (L) g o(d86) @

En prenant un point O fixe dans R on écrit, d'apres la relation de Chasles :
(d EG) _(d Ab) (d 6DG) B (d 63&) (d (TG)
d R\ dt )RTU dt R0 dt RTU dt JR

Or le point O étant fixe dans R et le G fixe sur S :

d OA agpos- d OG groan-
dt JRT 'AR et: dt JR = Voisr
€/DDDDA d DG €/DDDDA ]&]]]4 €/DDDDA €/DDDDA
Donc: M.Vgrgr U ~g; R =~ MVgosr O Var +M.Vgosr OVaosr (a)
. ood - d&lﬁ oo- ood -
Soit : M. & GOS/R D( dt ) =M. Deﬂ 6DG|:|S/R (b)

ooo -

Des équations (a) et (b) on en déduit : B (S/R) = (d GA(%%{)) +M. Ve OViosr

R

Calcul en un point O fixe dans R et dans S

Si on applique au point O la relation précédente :
do (jsj/k) oo - ooo -
5%(%5/%) ( y ) +M. D\D/DO/R OV, GOS/R
Or le point O est également fixe dans R. Donc : jf/']oj,f{ =0

On en déduit donc : 5‘2)@3/1{) (d 00&/1{) )R
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8- Opérateur d'inertie d'un cylindre de révolution

Soit un cylindre homogene de révolution dont la masse
volumique est p. Ce cylindre a un rayon R et une hauteur H. 1'axe de
révolution de ce cylindre est (G, 324) ou G est le centre de gravité.

Ce cylindre étant de révolution d'axe (G, Dfﬁ) son opérateur
d'inertie en G dans le repére du solide Rs = ( X, Y,

A 0O
IS =| 0 A0
0 0 CJRq

On décompose ce cylindre en une infinit€ de volumes

XGp

élémentaires dv de centre P tel que GP = (YGP] .On a alors :
Rs

ZGp

A=|f fs (Yoo’ +zgp).dm et: C= ] fs (xgp> + yap2).dm

On décompose ce cylindre en une infinit€ de volumes
¢lémentaires dv de centre P, hauteur dh, dans un secteur angulaire d0

et de largeur dr.

la masse dm de ce volume élémentaire est alors :

Etona: Xxgp=r.cos® ycp =r.8in 0

On a donc les moments d'inertie de ce cylindre :

A= fOR foz.n f+H/2 (I‘z,sinze + hz)prdedrdh

-H/2

— R pom f+H2 (1 Qin2 2
A p.j; j(‘) f (r’.sin“0 + h".r).dh.d6.dr

-H/2

-H/2

|: 3 . 29 h h3 :| +H2
A=0.(CR (2| r.sin"Y.n+—5r .do.
p fo fo 3 de.dr

5(1 cos2.0 r.H>
A:p.f“f2-TI r\3" 7> .H+7 .d0.dr
pH L 5(1 cos 2.9) 2)
A= D fo fo (12.r .(2 > +r.H” |.d6.dr

_pH [ 3(Q_sin2.6) 5 T”
A= T OR 12.r. > 2 +1.H".0 0.dr

- P—EH R (12.0 + 200 dr

0

A =f%,[3.r4 +PH]

2
A= P—-“ll; H 3R+ 12)

7 )est:

dm = p.r.d6.dr.dh
zgp=h

C-= fUR fozn fwz (r*.cos’0 + r*.sin’0).p.r.d6.dr.dh

-H/2
—_ T +] 3
C= p.fOR foz j::: r’.dh.d0.dr

-H/2

C=p.f= (o [hr']"” d6.dr
C= p.H.fR [9.1‘3 ](Z)‘n,dr

R
C= p.2.TLH.[ 4 L

4

R
C =p.TtH. 5

Sachant que la masse d'un cylindre de révolution de rayon R et hauteur H est : M = p.TtR%.H, on obtient :

3.R*+H? 0 0
2 2 2
A= w ot: C= M‘2R Soit: Ig(S) = % , { 3IR>+H> 0
0 0  6.R*JRg
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