Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Géométrie des masses : Opérateur d’inertie

1- Cas général
L’opérateur d’inertie est un objet mathématique modélisant la répartition des masses d’un solide
autour d’un point dans les trois directions de 1’espace. Il peut s’écrire de différentes manieres suivant le
point ol on I’exprime et le repere dans lequel on I’exprime. Dans tout les cas il s’écrit sous la forme d’une
matrice symétrique.

1.1- Opérateur d'inertie en un point quelconque A dans la base liée au solide Rg

Si on pose dans le repere R 1i€ au solide S les coordonnées du vecteur GP :

XAP S Ar —Fs—Ey
AP =| yar Alors : JA(S) =| — Fo Ba — Dy ol :
zar) Rs —~Es-D, C, JRs

A, B et C sont respectivement les moments d’inertie de S par rapport aux axes (A, X ), (A, Y ), (A, Vi ).
2 2 2 2 2 2
Ap= +Z dm B, = XAp +Z dm Cr= XAp + dm
A ms(yAp AP") A ms( AP +ZAp) A ms( AP + YAP)
Et D, E et F sont les produits d’inertie ou balourds perpendiculaires au point A

D, = fffs yAp.zAp.dm E, = fffs XAp.-Zap.dm F, = fffs XAp.yAp.dm

1.2- Opérateur d'inertie au centre de gravité G dans la base liée au solide Ry

Si on pose dans le repere Rg 1ié au solide S les coordonnées du vecteur GP :

— XGp S — A¢ —F¢ - Eg
GP =] yor Alors : Jo(S) =| - Fg Bg —Dg ou :
Zgp l{S - EG - DG CG RS

A, B et C sont respectivement les moments d’inertie de S par rapport aux axes (G, X ), (G, Y ), (G, i/ ).
Ag =ff S(}’GP2 + ZGPZ)-dm Bg = f f S(XGP2 + ZGPZ)-dm Ce= f f S(XGP2 + YGPZ)-dm

Et D, E et F sont les produits d’inertie ou balourds perpendiculaires au point G
DG = fffs yGP.zGP.dm EG = fffs XGP.ZGP.dm FG = fffs XGp.pr.dm

2- Théoreme de Huygens

2.1- Théoreme de Huygens généralisé

Soit : @ Un solide S de masse M et de centre d’inertie G

& Jg(S) L’opérateur d’inertie du solide S en G

&  JA(S) L’opérateur d’inertie du solide S en A

Alors quelque soit le point A et le vecteur U ona:

m. m m. m-

JAS) . U = JgS) . fJ +M.AGO U UOAG Voir démonstration §4
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AG —FG—EG AA —FA—EA a
Sion pose: Jg(S) Z(_FG Be _DG] JA(S) :{_FA Ba _DA} et: AG (b}
—Ec —Dg Cg /Rs —Ea —Da Ca /Rs C/Rg
On a alors : Voir démonstration §4

b’+¢2 —ab —-a.c _(a
JAS) = Jg(S) +M.| —-ab a’+c¢2 —b.c avec AG| b
—a.c —b.c a’+b*/Rs ¢ /Rg

2.2- Remarque

Le théoreme de Huygens ne s’applique que entre un point A quelconque et le centre d’inertie. Mais
pas entre deux points quelconques :

b’+c¢> —ab —-ac oo.(Q
JA(S) = Je(S) +M.| —ab a’+c® -b.c avec AB | b
—a.c —b.c a’+b? Rg ¢ /Rg

2.3- Cas du moment d’inertie

Soit un solide S de masse m de centre d’inertie G appartenant a I’axe A et de moment d’inertie Jp par
rapport a I’axe A. On a d'autre part un axe A’ parallele a ’axe A et distant de celui-ci d’une distance d.

2
Alors Jp’ le moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe A’ est : J A’ = J AT M.d

2- Cas particuliers

2.1- Un plan de symétrie

Si le solide accepte un plan de symétrie, alors dans un repere dont deux les axes sont inclus dans ce
plan de symétrie, la matrice a deux produits d’inertie nuls.

Exemple : Pour une symétrie de plan (A, X.Y ): J A(S) =|-F B 0

0 0 C/Rs

2.2- Deux plans de symétrie

Si le solide accepte deux plans de symétrie, alors dans un repere dont deux les axes sont inclus dans
ces plans de symétrie, la matrice a tous ses produits d’inertie nuls : elle est diagonale.

Exemple : Pour 2 symétries de plans (A, X.,Y ) et (A, Y.z ): JA(S) =0B 0
0 0 C/Rs

2.3- Solide de révolution

Si le solide est de révolution d’axe confondu avec celui du repere. Alors la matrice a tous ses
produits d’inertie nuls : elle est diagonale et a deux moments d’inertie identiques :

AO0O

Exemple : Pour un solide de révolution d’axe (G, V4 ): J G(S) = 0 A 0

0 0 C/Rs
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2.4- Epaisseur tres faible : Tole

Si le solide est plan et a une épaisseur tres faible (C’est par exemple une tdle plane), alors dans un
repere dont deux les axes sont inclus dans ce plan, la matrice a deux produits d’inertie nuls et un moment
d’inertie est égal a la somme des deux autres

Exemple : Pour 1 solide trés mince dans le plan (A, X.,Y): J A(S) =|-F B 0
0 0 A+B

2.5- Cylindre

Si le solide est un cylindre homogene de masse M de rayon r et de Hauteur h. La matrice d’inertie
dans le repere Rg dont I’axe (G, i/ ) est celui du cylindre est de la forme :

M 3.r’+h? 0 0
IS =1, 0 3.r+h’> 0
0 0 6.r* /Rs

2.6- Parallélépipede

Si le solide est un parallélépipede homogene de masse M de largeur a (Sur X ) de longueur b (Sur
Y ) et de hauteur h (Sur i/ ). La matrice d’inertie dans le repere Rg dont I’axe (G, i/ ) est orienté suivant
la hauteur et dont 1’axe (G, Y ) est orienté suivant la longueur est de la forme :

b>+h%> 0 0
— M 2 2
Je(S) = D 0 a“+h 0
0 0 a’+b*/Rs
2.7- Barre

Si le solide est une barre de masse M de dimensions tres petites devant la longueur L alors la
matrice d’inertie dans le repere Rg dont I’axe (G, 7z ) est orienté suivant la longueur est de la forme :

100
_ M.L2
Jo(S) =501 0

0 00 /Rs

2.8- Sphere

Si le solide est une sphere homogene de masse M alors la matrice d’inertie dans tout repere Rg est :

100
—— 2.M.R?
Jo(S) == 010

00 1/Rs
2.9- Cube

Si le solide est un cube homogene de masse M alors la matrice d’inertie dans tout repere Rg est :

- (100
JG(S)=M;‘010
00 1/Rs
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3- Changement de base par rotation autour d’un axe
3.1- Cas général

Soit deux bases orthonormées directes : B et Boa. i: 5 i:
Ces deux base sont telles que la base $B, se déduit de la base $B; par une 12 X
rotation:  d’axe: (A, z1)=(A, 22) 2
& o w @ 12
et: d’angle:912=(a:1,m2)=(y1,yz) i:
On donne I’opérateur d’inertie du solide S au point A dans la base $; par la matrice :
A -F -E
JA(S) =|-F B -D
B
" \-E-D C /3,
On alors les matrices de changement de base (matrices de rotation) :
Delabase 1 alabase2: De labase 2 alabase 1 :
cos B, —sin By, 0 cos B, sinB, 0
P,.,=|sinB;, cosB;, O P, . =|—sinB;cosB, 0 |=P;_,"
0 0 1 0 0 1

Et I’opérateur d’inertie du solide S au point A dans la base 38, par la matrice :

JAS) g=Pr1. Ja) g .Pi2=Pis. JiS) g P

3.2- Cas du solide de révolution

AO0O
Soit un solide de révolution d’axe (A, z; ) son opérateur d’inertie est  JA(S) B = [ 0A0 ]
00Clg,

T T
Dans la base 8B, obtenue par une rotation d’axe (A, Iil ) = (A, Iiz ) et d’angle 0, = ( ]ol?:l ,]<II:2 )on a
cos B, sinB;, 0Y(A 0 0)(cosB;, —sinB;, O
alors : JA(S) B sin 0, cos B, 01| O A OJ( sin 01, cos B;, OJ
0 0 1/\00C 0 0 1

cos B, sin B, 0)( A.cos 8;, — A.sin 0;, OJ

JA(S) B sin 01 cos B2 0 || A.sin B, A.cos 8, 0

0 0 1 0 0 C
A.cos’0;, + A.sin’0;, — A.sin 0;,.cos 02 + A.cos 0;,.sin 6,5, O
JA(S) =| — A.cos 012.sin 05 + A.sin 0;,.cos 0, A.sin’0, + A.cos’0;, 0
B>
0 0 C
AO0O Remarque cela est ausssi vrai

Soit finalement : JA(S) ={0A0 064, pour un parallélépipede de section
..(/32 2 . " F.4 : "

00C/g, carrée qui est donc ''de révolution

3.2- Cas du solide sphérique

JOO
Soit un solide sphérique son opérateur d’inertie est Ja(S) B {0 J 0} on montre aussi que
By

00J
1 it 1a base B - J1S) . = (J) (J) 8 Remarque: cela est ausssi vrai
quelque soit fa base by : A(S) By~ 0071 )g pour un cube qui est donc "'sphérique"
2
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