Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

TD4 : Mécanisme de fermeture : Corrigé

1- Vitesse et accélération du centre d’inertie du rouleau 2

Par la relation de Varignon : %DI/O = Voo + Q,,000A

Or O étant le centre de la liaison pivot entre 1 et O : @LODI 0=0
Donc : %m/o =a.a; Od. D;l =d.d. z;

Or A étant le centre de la liaison pivot entre 2 et 1 : %m 0= Vampo

On en déduit donc : e = 4.0 Zy

d Varmo d Varmo - o . o .
Ona: FEADZ/O = (T B, = T B, + 61/0':'{?;52/0 =d.qa. z1 +d.x td.a. 21
On en déduit donc : e = d.0. 7z —d.ot g

2- Relations entre les parameétres cinématiques o, 8 et v

m-

Par la relation de Varignon : W-IDZ/O = Vamypo + Qyo0AI =d.d. z; + B. ay OR. 2

e OO0 oo-

On en déduit donc:  Vygye = d.0. z; — R.B. g0
Par composition des vitesses : J%Dyo = Vimp + sz/o

Or il y a roulement sans glissement entre 3 et 2 au point I. Donc : @}53/2 =0
On adonc : @}53,0 = Vimy =d.0. Z - R.B. i;o

D’autre par le mouvement de 3 par rapport a 0 est une translation (liaison glissiere). On a donc :
m. . m. . M. s . . . .
Wlm/o =Vgmo=V.-2 Onendéduit: v.zo =d.a.z —R.B. g .On obtient donc par projection :

Sur z : v = d.a.cos o Sur D;o :0=-d.a.cosa —R.3
Soit: B=- % .o.sin o

Par dérivation par rapport au temps on obtient alors : v = d.(0l.cos O — aZ.sin a)

Et: B= —%.(&.sin o + a.cos a)

3- Graphe de structure

Remarques :

< En rouge le nombre d’inconnues de chacune des actions. .
Glissiere de

direction z,

< Les actions de liaison pivot ont 2 inconnues car il s’agit de

//f’

. e . . . < m. m.
liaisons pivot d’axe ap pour un probleme plan (O, g0, zo ).
Ce sont des glisseurs d’axe passant par O et A. ~ 3 5
& L’action de liaison glissiere a 2 inconnues car il s’agit d’une slo Co -y %1 j:/
.. . . . N i m. N L
liaison de direction zy pour un probleme plan (O, g, 2o ). 2 -E Y . 1 o g 2
. . . . C,.x Q
@ L’action de liaison ponctuelle a deux inconnues car la = 0 = ‘g
liaison est avec adhérence (Roulement sans glissement) et “
R m- m- .
on a un probleme plan (O, g, 29 ). 1 Pivot / 2
“ Le couple moteur a une seule inconnue. Les poids de 1 n’a d'axe (A.x) ¢
pas d’inconnue car masse et accélération gravitationnelle 0 2
connues. Pr=-m gz P mg 7
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4- Ordonnancement des isolements

= —
P,=-m,.g.z,

On isole {3} et on applique un TRD projeté sur 70 9 )
Trois actions et 4 inconnues. Mais la résultante de 1’action de Glissidre de !

0- 3 n’ayant pas de composante sur zy on peut en déduire 0 /<[\direction 2 '\\\3 //
celle de ’action de 2 — 3 : Zo3 = — Zs». o -
On isole {2} et on applique un TMD en A projeté sur %o : = g 5\2\
Trois actions et 3 inconnues. Le moment en A de ’action de ' 1 % % \7\
1 -2 étant nul, et la composante sur zy de 1’action de 3 -2 < 9_:‘3 g
(Z3,) étant connue on peut en déduire la composante de cette ~ __[Z. JPPEEEE vf'f_ _12 N

méme action sur gy : Y32
On isole {1,2} et on applique un TMD en O projeté sur K
Cinqg actions et 3 inconnues. Le moment en 0 de I’action de

0 -1 étant nul, et ’action de 3 -2 étant connue on peut en
déduire le couple moteur : Cy,

Pivot /!

5- Détermination du couple moteur

On isole {3}. BAM.E. < Action de O sur 3 due a la glissiere de direction még
& Action de la pesanteur sur 3 : Force Py =- ms.g. Zo appliquée en G3
& Action de O sur 3 : Force Pm;ﬁ =Yos. ];O + Zo3. 20 appliquée en |
TRD en projection sur Zo
0+ P3.z0 + FJEJ. o = mg.lng3u3,0. Zo = -—mg+Zpn=myv = Zo=ma(v+g)
Par le princip& des actions mutuelles : Z3, = — Zp3 et avec le résultat de la question 2 on obtient la
composante sur zy de la résultante de I’action de 2 sur 3 :

Z3> = —ms.[ d.(d.cos a — a’sin a) + g |

On isole {2}. B.AM.E. & Action de 3 sur 2 : Force Pilz =Yso. ]é}o + Z. 20 appliquée en |

< Action de 1 sur 2 due a la liaison pivot d’axe (A, mféo )

< Action de la pesanteur sur 2 : Force P, =- mo.g. Z appliquée en A
TMD en A en projection sur 141750 = Al DF”L. md:o +0+0= 8?(2/0). %1

= R.7zo O(Ys. g0 +Zs. 20 ). @0 = Oa(2/0).
Or 2 est en mouvement plan de taux de rotation ffz/o = [3 m;:o et A est son centre d’inertie donc :
da(2/0). a1 =L.J3 — -RYp=DLJf}

Par ailleurs, d’une part le rouleau 2 est assimilée a un cylindre plein et homogene de rayon R et de

N my.R ) . d - . .
masse mp. D’ou : I, = 22 et d’autre part on a montré que ; 3 = R .(d.sin O + a’.cos a) Donc :

mZ-R2 my.d
2 2
Déterminons le moment dynamique en O projeté sur o du solide 1 par rapporta 0 : 8]3(1/0). x

I; est le moment d’inertie du solide 1 de masse m; par rapport a 1’axe (Gy, %o ) ou G est le centre
d’inertie de ce soljiIde 1. Par le théor%me de Huygens on obtient le moment d’inertie du solide 1 par
rapport a I’axe (O, ap ) (avec OG; = d. g1): L0, % (1) =1 + m.d*

Or le mouvement du solide 1 par rapport a 0 est une rotation d’axe fixe (O, ]41&0) et de taux de
rotation Qo= 0. a4, Donc : dol1/0). 21 = (I; + my.d?).a

.(0.sin o + d?.cos a)

d - . s
-R.Ys= 1R .(0.sin 0 + °.cos A) = Y, =
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Déterminons le moment dynamique en O projeté sur o du solide 2 par rapporta 0 : 813(2/0). x
Par la relation de Varignon on a : 5](?(2/0). xy = 8133(2/0). xy +m.0A O F],Lmz/o- o
Des résultats précédents on a alors :

m- 2 d iyl . Ny m- oo [ . m- m-
30(2/0). @ = % . [—ﬁ (0.sin a + o cos a)} +mpd. g O(dG. 2 —d.d'g). @

On obtient alors : do(2/0). x; = - mz'zd'R.(&.sin o + aZcos o) + my.d>.a
On isole {1,2}. B.AM.E. & Action de 3 sur 2 : Force FJ;LZ =Y53,. 1;;0 + Zs0. mio appliquée en |
& Action de O sur 1 due a la liaison pivot d’axe (O, moléo )
& Action de la pesanteur sur 1 : Force P =- m;.g. Zo appliquée en G,
< Action de la pesanteur sur 2 : Force P, =- mo.g. Zo appliquée en A
< Couple moteur de vecteur : flfm: Cn. ]alv:o
TMD en O en projection sur 0
= OIF;_, a +0+0G,0P; .2y + OAOP, . a9 + Cp. @0 = d0(1/0). a1 + o(2/0). a;
= R.zo +d.g)O0(Ys2. g0 +Zs. 20 ). a0 +(—d. gy ) O(-my.g. 20 ). o + ...
my.d.R
2

o dogy O(-mypg 20). @ +Cn= (I +m.d).d - .(Q.sin o + dZ.cos a) + my.d>.d

Par permutation circulaire du produit mixte on a :

= —R.Y32+d.Y32.];,0 Dm{;o .[;,1 +d.Z32.Ié() Djél;:() .];/1 +m1.g.d.m20 Djél;:() .E;q + ...
mz.d.R
2

= —R.Y3 —d.Y3.sin 0 + d.Z3;.cos o + m;.g.d.cos O — my.g.d.cos 0 + Cyy,

. —mp.g.d. ]Z) Dmoléo .i;l +Cn=; + ml.dz).d - .(d.sin a + a2.cos o) + mz.dz.d

o = (I +mp.dd).0 - mZ;'R.(d.Sin o + 0%.cos o) + my.d>.0
= —(R+d.sin ).Y3; + d.Z3.cos O + (m; — my).g.d.cos 0 + Cyy,
.. =( +m.d*).a - mz;'R.(d.Sin a + 02.cos ) + my.d>.a

mz.d

5 (O.sin 0 + a%cos ) et: Zs=-ms.[d.(a.cos o —a’sina)+g]

Oronavuque: Yz =

On obtient apres calcul :

2
2 2 2 2. mpd” L5 ).
Cm = (my + m3 — my).g.d.cos O + (Il + my.d” + my.d” + m3.d.cos"a + > .sin aj_a

mp . g
+ (7 —m3 ).dz.az.cos a.sin O

6- Equilibrage du mécanisme

Pour équilibrer le mécanisme (Cp, = J..) il faut que les termes en g.d.cos a et d*.a”.cos a.sin o soit

< g ,. m
nuls. C'est-a-dire qu’il faut : my + m3 —m; =0 et 72 -m3=0 o mp=2m; et: m;=3.m;3

Il’lz.d2
2

2 2 .2 ) 2 .2 2
Dans ce cas : ms.d”.cos O + .sin"0 = m3.d .cos™0 + ms.d”.sin"0 = ms.d

2 2 2y -
Onadonc: Cp=(li+mpd +mad +m3d)a  Avec: mpy=2.m3 et: m;=3.ms
Donc finalement le systéme est équilibré c'est-a-dire que :  Cp = JeuO lorsque :

my=2.m3 et: m; = 3.m3 Avec : Je=1 + 6.m3.d2
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7- Résolution par le Théoréeme de I’Energie Cinétique

Considérons le systetme S constitué de I’ensemble des solides en mouvement: S = {1,2,3}. Et
déterminons dans un premier temps son énergie cinétique : Ec(S/0) = Ec(1/0) + Ec(2/0) + Ec(3/0).

Le mouvement du solide 3 par rapport a O est une translation (Car liaison glissiere de direction Zo )

m. ooao —-
avec :@2 030 =V- 20 . Onadonc: E(3/0) =5 €DG3D3/0 =7 m3 v

Le mouvement du solrde 1 par rapport a 0 est une rotation d’axe fixe (O o ) (Car liaison pivot de
méme axe) avec 61/0 =aq. a:o , et un moment d’inertie par rapport a I’axe (O a:o ) Lo, z)(1) =1 + my. d?

(Par le théoréeme de Huygens) . Onadonc: Ec(1/0) = I(O, ) ol == (11 + my.d?).0?

Le solide 2 est en mouvement plan (O, yo Zo ) par rapport a 0 de taux de rotation Qo = [3 .
D’autre part son centre d’inertie est le point A avec un moment d’inertie par rapport a I’axe (A, a:o) :

my R?
I2 - 2 A2/0 = d.O(. Z1 .
Ly . {IDDDD_.Z _.2_1 .2 1m2
On en déduit donc:  Ec(2/0) = ADon ~ Iz 200" = 2.m2.a [3
On obtient donc :  E¢(S/0) = 1 5-M3. v+ (11 +m.d).0%+= L mo.d>a? +5 1 rn2 R® B

2

. . d . . P
Orona: v=d.0.cosa et B:—ﬁ.a.sma On en déduit :

2(d . . 2
Ec(S/0) = m3 (d.d.cos a)2+ (I +m,.d)).62 +;m2 &.62 ;,%,(Ea.sm 0()

m . .
Soit apres calcul : Ec(S/0) = %( I + mp.d® + mp.d® + TZ.dZ.smza + m3.d2.cosza)_a2

Bilan des actions mécaniques extérieures s’appliquant sur le systeme S :
& Poids de 1 : Force P; = - m;. g. /zo appliquée en G;.
& Poids de 2 : Force P> =—mo. g. 40 appliquée en A.
& Poids de 3 : Force EE = —m3.g. 40 appliquée en Gs.
< Action de O sur 1 due a la liaison pivot parfaite d’axe (0, )
# Action de O sur 3 due a la liaison glissiere parfaite de direction 2
& Action du couple moteur sur 1 : Couple an =Cp. mfi:g

Calculons les puissances des ces actions appliquées sur les solides 1, 2 et 3 dans leur mouvement
par rapport au bati 0 : P(pes - 1/0) = Jijl .\]?Délm,o =-m;.g. Iio . (- d.a. Iil )=+ ml.g.d.d.cos a
P(pes - 2/0) = P, '{}D;\EIZ/O =-my.g. zo .d.0. 2z =— my.g.d.a.cos o
P(pes - 3/0) = Ps .@im,o = —m3.g. Zo V. 7z =— ms.g.d.a.cos o
P(0- 1/0) = 0 et P(0 - 3/0) = 0 car action de liaisons parfaites avec le bati 0
P(Cn ~1/0) = Gy . Q1o =Cr 9 . 0. @9 = Cpy. @
On a donc la somme des puissances des actions extérieures s’appliquant sur S dans son mouvement
par rapport a 0 : > P(Ext—S/0) = [ m; — (m; + m3) ] g.d.a.cos & + Cyp. O
Pour les actions intérieures on a les actions des liaisons intérieures entre 1&2 et entre 2&3.
< Liaison entre 1 et 2 : P(1 - 2/0) + P(2 - 1/0) = P(1 - 2/1) = 0 car liaison parfaite :
& Liaison entre 2 et 3 : P(2-3/0) + P(3-2/0) =P(2-3/2) ={J,_.3} U {V(3/2)} avec :
) Qs

F,
{JM}:I{ %;3} et {‘v<3/2>}=1{@-

} Car on a une liaison sphere plan non parfaite.
103/2
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Donc la puissance des inter-efforts entre 2&3 est: P2 -3/2) = PJ; 3. @}53/2
Or entre 2&3 on a un roulement sans glissement au point I donc : E{%Im/z =0 =>P2-32)=0
On a donc la somme des puissances des inter-efforts (Somme des puissances intérieures)

s’appliquant sur S dans son mouvement par rapport au bati O : 2 P(Int-S/0)=0
En appliquant au systeme S = {1,2,3} le Théoreme de I’énergie cinétique :
2 P(Ext - S/0) + 2 P(Int - S/0) = w on obtient donc :

) ) m . .
[my = (m2 + m3) |.g.d.at.cos 0 + Cpp. O = (11 +m;.d* + my.d’ +72-d2.811120( + m3.d2-C0820().0(.0(

m, 5 - . . )
+ (TZ.dZ.G.COS a.sin a — ms.d%.0.sin O.cos G)_qz

En simplifiant par 0 on retrouve bien le résultat de la question 5 :

m2.d2 o

2 2 2.2 . 2
Cm = (my + m3 — my).g.d.cos O + (Il + my.d” + my.d” + mz.d.cos"a + > .sin aj_a

mp . q
+ (7 —m3 ).dz.az.cos a.sin O
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