Informatique 1

Résolution approchée d’équations

On se propose de de déterminer des valeurs approchées d’une équation f(z) = 0, ol f est une fonction réelle de la variable

réelle, continue sur un intervalle .

1. Méthode par dichotomie

Théoreme des valeurs intermédiaires.

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. Si f(a) f(b) < 0, il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = 0.

Utilisons une méthode par dichotomie pour déterminer une valeur approchée de c tel que f(c) = 0.

On suppose que f(a) < Oet f(b) > 0. Dans le cas contraire, on adapte la méthode.

t
I I b=by=b
1
1

On pose ag = a et by = b.

e On considere le milieu de [a, b], soit <.
(a) Si f(%52) >0,0onposeay = aeth = 2.
(b) Sinon on pose a; = “T“’ ethy = b.

e On considere le milieu de [aq, b1], soit %

(a) Si f(2$2) >0, 0npose az = ay et by = L,

(b) Sinon on pose ap = “FL et by = by.

e Supposons définie a,, et b,,. On considere le milieu de [a,,, b, ], soit ”";rb" .

i (antby _ — antby,
(a) Si f(%$2) >0, 0npose any1 = ap et byyq = 2fln,

: b
(b) Sinon on pose a1 = “ftn

etbyy1 = by.

On définit ainsi deux suites (ay,) et (b,,) vérifiant
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ag=a et by=0b

Si f (%) > 0,0npose ani1 = an et byyy = “";rb"

Sinon, on pose a, 11 = “";rb" et byy1 = by

Propriété. 1. Les deux suites (a,,) et (by,) sont adjacentes.
2.VneN, ap < an < apy1 < bpgr < by < bo.

3.vneN, b, —a, = %52,

on

3. Les deux suites (a,,) et (b,) convergent vers un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Programmation en Python

def dichotomie(f,a,b,epsilon=1e-10):
x=a
y=b
while y-x>epsilon:
if f£((x+y)/2)£(x)>0:
x=(x+y) /2
else
y=(xty) /2
return (x+y)/2
Remarque: Recherche d’un élément dans une liste triée.
On peut appliquer I’algorithme de Dichotomie pour tester si un élément est dans une liste triée. Il donne alors une com-
plexité en O(logy(n)).

2. Méthode de Newton

a. Suite récurrente, point fixe répulsif, attractif
Définition.
Soit une fonction f réelle de la variable réelle dérivable sur un intervalle .
On suppose que [ est stable par f, soit que f(I) C I. Soitc € I.
1. On dit que c est un point fixe de f si, et seulement si, f(c) = c.
2. On dit que c est un point fixe attractif de f si, et seulement si, f(c) = cet|f’'(c)| < 1.
2. On dit que ¢ est un point fixe super attractif de f si, et seulement si, f(c) = cet f'(c) = 0.

3. On dit que c est un point fixe répulsif de f si, et seulement si, f(c) = cet|f'(c)| > 1.
b. Vitesse ou ordre de convergence d’une méthode itérative
Définition.
Soit une suite (u,,) de limite £. Soit un entier naturel p. On dit que la convergence est d’ordre p lorsque le quotient

[tn1 =4
[t — £]P
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admet une limite strictement positive.

Lorsque p = 1, on parle de convergence géométrique ou linéaire, lorsque p = 2, on parle de convergence quadratique.
C. Ordre de convergence vers un point fixe attractif

Propriété.

Soit une fonction f réelle de la variable réelle de classe C! sur un intervalle ouvert I. Soit ¢ € I tel que
fle)=e
0<|f'(0)) <1

Alors il existe o > 0 tel que

1.J=lc—a,c+alC 1.

2. L’intervalle J est stable par f.

3. Pour tout ug € J, la suite de premier terme u et définie par u,,+1 = f(u,) converge vers c.

4. Lorsque ug # ¢, la convergence est linéaire et

- fungr — ¢ ’
lim ——— = c)l.
A2 T — ] L ()l

d. Méthode de Newton
On considere une fonction dérivable sur un intervalle /.
La méthode de Newton consiste a approximer le graphe de la fonction f au voisinage d’un point par la tangente en

ce point.

Unt1 Un

En un point (zg, f(z0)) du graphe, la tangente a pour équation
y = f'(x0) (z — w0) + f(o)

A condition que f’ (x0) # 0, le point d’intersection de la tangente avec I’axe (2'Oz) a pour abscisse :

T =z — f(wo)
f'(z0)
Uy =a
Si a est un point 7, on définit une suite : n
P Vn €N, upt1 = u, — ;,((1; >)
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Propriété.

Soit une fonction f réelle de la variable réelle de classe C? sur un intervalle ouvert I.
Soitc € Itel que f(c) =0et f'(c) # 0. Soit F' définie par

1. La fonction F est définie sur un voisinage ouvert de c.

2. Le point ¢ est un point super attractif de F.

3. Il existe 6 > 0 tel que :

a) I'intervalle J =]c — 6, ¢ + §[ est contenu dans I’ensemble de définition de F, et est stable par F,

b) pour tout ug € J, la suite de premier terme ug et définie par u, 41 = F(uy,) vérifie

avec My = sup |[f"(z)| et my
—c|<

[z—c|<

et lim

n=rtoo [, — cf? T2 ‘f/(c)‘

Problemes de la méthode de Newton

Les suites cycliques

2my [ M. 2
bt — ] < ( ol

M, \2m,
= inf_|f'(x)).
Ll @)l

Tangentes horizontales

Asympotote y = 0




