Exercice 1

Ecrire un algorithme qui calcule n! & I’aide d’une boucle while. On prouvera la terminaison et la correction de celui-ci
On pose u, =n!. On a { :’:;:f (n+Dun
def factoriel(N):
u=1
n=0
while n<N:
u=(n+1)*u
n=n+1

return u

On introduit deux suites (Uy) et (ny) tel que { ZZ:!E?JE DU, -
N1 =n,+1
Pour la terminaison : un variant de boucle : N —ny,.
N-n,  =N-n;—1 (N —ny) est une suite arthmétique de raison -1 et de premier terme N € N.
(N —ng) est une suite d’entiers strictement décroissante.
La condition du while indique que N —ng > 0.

(N —ny) est un variant de boucle.

Pour la correction : Invariant Uy = ny!
e Avant la boucle : k=0, Uy=1,n¢!=0!=1. Uy=ny!

e Pendant la boucle : supposons que U =ny! pour k fixé.

Uk+1 — nk+1! = (nk+ ].)Uk — (nk + 1)' = (nk + 1)nk' — (nk + 1)' =0



e Apreés la boucle : ny=N.
Alors U, = N!

Le programme renvoie N!
Exercice 2

Rappelons tout d’abord, la définition de la division entiére de deux entiers naturels a et b:

Va>0,b>0,a=q.b+7r,0<r<b
Pour calculer la division entiére, nous allons procéder par soustractions successives de la valeur b de a jusqu’a ce que le résultat de la soustraction soit
inférieur a b.

On considére 'algorithme :

def divisionEntier(a,b)
q=0
r=a
while r>=b:
q=q+1
r=r-b

return (q,r)

1. Exhiber un variant de boucle.

To=a
q0=0
qr+1=qr+1
’I“;,,,_*_l:?”k*b

On pose (1) et (gi) les suites tels que

Mq (rg) est un variant.



(ri;) est une suite arthmétique de raison —b € Z~ et de premier terme a € N.
donc (r1) est une suite strictement décroissante d’entiers
Or d’aprés le while 7, >b> 0.

Donc (rk) est un variant.

2. Montrer que a=gb+r est un invariant de boucle.

Montrons que a = qib + .
e Avant la boucle : gqob+r9o=0b+a=a

e Pendant la boucle : supposons a = qxb+ 7, k fixé

Q1+ rer1=(qe+1)b+rr—b=qb+rr=0a

e Apréslaboucle:rg<betry_1>2bsr,_1—0=20&7r,>0.

Donc a=qgpb+1rr et 0<ry<b
Exercice 3

On considére 'algorithme suivant o toutes les variables contiennent des entiers et n > 1.

def racine_carre(n):
inf=1
sup=n
while inf < sup-1:
mid=(inf + sup) // 2
if mid*mid <= n:
inf=mid

else :



sup=mid

return inf

1. Montrer que l'invariant in f2<n < sup? est vrai au départ de la boucle et conservé ensuite.

info=1,supo=n

infy, +supy] . ([infg +supg )2
inf;H_l:{ [ 2 }S'([ 2 <n

on pose (infy) et (supy ) définies par e

infy, + ¢ 2
Supk’si([w]) <n

su =
Pk+1 {infk-%—supk}
2

e Avant la boucle : comme n € N®, 12<n <n?, or infy=1 et supg=n, infg <n < supj

e Pendant la boucle : supposons inf? < n < sups, pour k fixé.

inf 12 . inf 2
o Pour ([m’ﬁ%}) <n: inffy, = ([m'ﬁ%}) <n et sUpt4q =supi >n

; 2 ; 2
o Pour ([W%}) >n:inff, =inff <n et SUP%+1:({WD >n

2. En déduire que si le programme termine ; il retourne [y/n].

e Aprés la boucle : infy, >supy — 1. On a inf? <n <supi c’est-a-dire inf;, < supy. donc infy, = supy, — 1.

inf? < n < supj < infy, < /1 < supy =infy + 1. donc infy, = [\/7]

3. Montrer que la différence sup - inf diminue strictement & chaque étape de boucle. En déduire que le programme termine.

b s infe 4 sups 182
Supki{mk?upk]m([mk?upk]) <n

[infk-gsupk] —infy,

Pour tout k >0, supg41 —infry1=

Or infy < supg — 1,infr <supg — 2, infy <[inf’“+%} < supg .



SUpg41 — infg 41 < supg — infy

Mq (supg — infy, ) est un variant de boucle.

Par construction, supg et infy sont desentiers.

(supg — infy, ) est une suite d’entiers strictement décroissante.

Or infy < supg — 1 < supy —infy, > 1

(supy, — infy, ) est une suite d’entiers positifs strictement décroissante.

Le programme se termine
Exercice 4

Le produit de deux entiers x et y consiste a& sommer y fois la valeur x. Toutefois, on peut améliorer cet algorithme rudimentaire en multipliant x par deux
et en divisant y par deux chaque fois que sa valeur est paire. Les opérations de multiplication et de division par deux sont des opérations trés efficases en
informatique puisqu’elles consistent a décaler de un bit vers la gauche ou vers la droite. Le programme correspondant a cet algorithme est le suivant :

def produit(x,y)
a=x
b=y
prod=0
while b>0:
while b%2==0:
b=b//2
a=2*a
prod=prod+a
b=b-1

return prod



1. Déterminer des variants de boucle pour chacune.

2éme boucle

ao, bo
On pose (ax) et (by) définie par b1 =2k car by, paire

ak4+1=2ak
(br) est un variant de boucle C’est une suite géométrique de raison 5 et de premier terme by € N.
C’est une suite strictement décroissante et positive. by est un entier par construction

lére boucle.

ao =1, fo=y,prodo=0
On définie (o), (5;) et (prod;) définies par Qj+1= Qoo (deuxiémewhile)

prod; 1 =prod; + ac
Bjt1=boo—1
Mgq (;) est un variant. le while donne ;> 0.
Comme (by) est un variant, 8;41 est un entier 511 < boo < bo= ;.
C’est une suite d’entiers strictement décroissante et positive.
2. Montrer a b constant est un invariant de boucle de 2éme while.
Montrons que (axbg).
b
On a Cbk_;,_lbk_;,_l = 2ak7’“ = akbk.
Doc ayby est constant tout au long de la boucle
3. Montrer que prod+ab=xy est un invariant du deuxiéme while.
Mq que prod; + o3 = xy.
e Avant la boucle : prodg+ apBo=0+xy =xy

e Pendant la boucle : supposons prod; + «o;j3; =xy, pour j fixé
prod; 41+ ¢ +18j41=prod; + too + oo(bos — 1) = prod; + aocboo = prod; + agbo car ab constant est I'invariant de la deuxiéme boucle
=prod; + a;3;=xy

e Aprés la boucle : 3;=0 et prod; +0=xy



