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Probléme : endomorphismes cycliques.

Dans ce probleme, on désigne par E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps R, avec n > 2.

On dira qu'un endomorphisme f de E est cycligue s'il existe un vecteur x, de E tel que :

E = Vect(f*(z¢) telque k € N) ouencore E = Vect(zo, f(z0), f*(20), f*(20),...).
Rappel.
1. Onpose O =1dp, VkeN, fH1=fofk=rkorf.

2. Le sous-espace vectoriel Vect(zo, f(z0), f2(20), f3(x0),...) est 'ensemble des vecteurs qui sont combinaison

linéaire d’un nombre fini de vecteurs de la famille (f*(zo)), -

Onpose f'=1dg, VEkeN, fFl=Ffofk=frkof.
1. Un exemple d’endomorphisme non cyclique en dimension n = 4

Dans cette question seulement, E est de dimension 4 et rapporté a une base (e, e, €3, €4).

On considere I'endomorphisme f dont la matrice dans la base (ey, e2, €3, e4) est:

0 -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 -1
0 0 1 0

Calculer A?. En déduire que I'endomorphisme f n’est pas cyclique.
2. Exemples d’endomorphismes cycliques en dimension n = 3
Dans cette question seulement, E est de dimension 3 et rapporté a une base (e, e, €3).

a. Soit (o, 8,7) € R3. On considere I'endomorphisme f dont la matrice dans la base (e, e2, e3) est :

0 0 «
A=|1 0 p
0 1 v

Exprimer a(e;) et a?(e1) dans la base (e1, ea, €3) et en déduire que f est cyclique.

b. Cas particulier.

0 0 6
i. Onsupposeque A= |1 0 —11
01 6

Déterminer les valeurs propres de 'endomorphisme f. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Remarque: 6 — 11 +6 = 1.

00 1
ii. Onsupposeque A=|1 0 1
01 -1

Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme f. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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iii. On suppose que A =

o = O

0
0
1

w o Q

Déterminer le polyndme caractéristique de I'endomorphisme f.

Montrer que, pour tout A € R, la matrice A — A I3 a son rang supérieur ou égal a 2. Que peut-on en

déduire pour la dimension des sous-espaces propres ?

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? On pourra étudier la fonction: R — R, z — xa(x).

3. Deux exemples d’endomorphisme cyclique en dimension n

a. Onnote B = (e, €2, ..., €,) la base canonique de R™. Soit f I'endomorphisme de R™ dont la matrice dans

Best:

A:
0
0 10 0
0 O 0 1 1

i. Montrer que f est cyclique.
ii. La matrice A est-elle inversible ?
iii. Déterminer le rang de A.

iv. Déterminer le polynéme caractéristique de f. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

b. Soit a1, as,...,a, des nombres réels.
Soit ¢ un endomorphisme de E admettant n valeurs propres distinctes deux a deux Ay, ..., Ap.
Soit (z1, %2, ..., z,) une base de vecteurs propres associés a ces n valeurs propres Ay, ..., Ap.

Onposexg =21+ 22+ +

i. Exprimer c(z1+--+x,), (x1+-+xp), ..., " H(z1+---+z,) enfonctionde z1, ..., z, et Ay, . ..
ii. Fcrire le déterminant de la famille (zg, ¢(x), ..., " (x0)) dans la base (z1, 2o, ..., z,).
Montrer que la famille (x¢, ¢(zo), ..., c" " 1(zg)) est une base de E.

En déduire que 'endomorphisme c est cyclique.

4. Cas général

Dans cette question, on note f un endomorphisme cyclique de 'espace vectoriel E.

On note 2y un vecteur de E tel que :

E = Vect (f*(z0) tel que k € N) ou encore E = Vect (zq, f(z0), [*(x0), f(20), .. .).

a. Une base adaptée de E

i. Justifier que z¢ # Og. Rappel : dim £ =n > 2.

Y
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ii. Soitl’ensemble K = { p € N*| la famille (f*(z0)) est libre. }

0<k<p—-1

Montrer que K est non vide et majoré.
En déduire qu’il existe un entier m tel que :
(z0, f(z0), f2(w0), - .., [™ (z0)) estlibre et (xq, f(x0), f2(w0), - .., [™(x0)) est liée.
iii. Montrer que: Vk € N, f™**(z0) € Vect(zo, f(z0), f*(20), ..., ™ (z0)).

iv. En déduire que la famille (zo, f(z0), f*(20), - .., f™ *(20)) est une base de E, puis que m = n.

. Matrice et diagonalisabilité de f

Dans la suite de ce probleme, on convient de poser :

" (20) = a1 f" o) + -+ +p1f(20) + Poo

et on désigne alors par P le polyndme de R[X] défini par P(X) = X" — p,_1 X" ' — -+ —p1 X — po.

i. Ecrire la matrice M de f dans la base (2o, f(z0), f3(0), - - ., "~ *(20)).
ii. Calculer le polyndme caractéristique de M.
On pourra effectuer l'opération: Ly +— Ly +x Lo +a*Ly+ - +a" 2 L,y +2" ' L,
iii. Montrer que, pour toute valeur propre de A, la dimension du sous-espace propre est 1.

iv. Etablir que I'endomorphisme cyclique f est diagonalisable si, et seulement si, il posséde n valeurs

propres distinctes deux a deux.

c¢. Commutant de f

On note
C={gcL(E)|gof=Tfog}
i. Montrer que C est un sous-espace vectoriel de £L(E). On I’appelle le commutant de f.
ii. Montrer que (Idg, f, f?,...,f""') est une famille libre de C.

iii. Montrer que (Idg, f, f%,..., f""') est une base de C.

On pourra considérer un élément g de C et décomposer g(zg) surlabase (o, f(zo), f2(20), ..., [ (x0)).



