Corrigé du devoir 14

1. Un Exemple d’endomorphisme non cyclique en dimension n = 4

On obtient

A2 =,

Soit un vecteur quelconque zo € E. On a, d’apres le résultat précédent, f2(x¢) = — xq, puis f3(zo) = — f(xo) et

[ (o) = 0.

On en déduit par récurrence que
Vk €N, f*(xo) =m0, [ (w0) = f(wo), [ (w0) = — w0, [*F(x0) = = f(0)

On en déduit que toute combinaison linéaire finie de la famille (zo, f (o), f?(z0), f3(20), . ..) est combinaison linéaire
de zg et f(xo). Donc
VeCt(LU(), f($0)7 fz(aio), fs(l‘o), .. ) C Vect(:r:o, f(l‘o))

Donc
dim (Vect(zo, f(z0), *(z0), f*(x0),...)) <2
Donc
Vect(zo, f(20), f(x0), [*(20),...) # E
Donc

I’endomorphisme f n’est pas cyclique.

2. Exemples d’endomorphismes cycliques en dimension n = 3

a. Ona f(e1) = ez, f*(e1) = fle2) = e3.
Donc VeCt(ela f(el)a f(e?))) = VeCt(ela €2, 63) =E.

L’endomorphisme f est cyclique.

b. Cas particulier.

i. On peut effectuer le calcul du polyndme caractéristique en effectuant 1’opération :
Ll — L1 + L2 + L3

On obtient
xa(X)=—-(X-1)(X-2)(X-3)

Il s’ensuit que Spr(f) = {1,2,3}.

La dimension de F est 3, et I’endomorphisme f admet 3 valeurs propres distinctes deux a deux, donc

I’endomorphisme f est diagonalisable.




ii. Le polyndme caractéristique de la matrice A est

Xa(X) == (X = 1) (X +1)°

Il s’ensuit que Spr(f) = {1, —1}.

1 01
Ona A+I3= |1 1 1]|.Onarang (A+ I3) = 2. 1l s’ensuit que la dimension du sous-espace propre
010

associé a la valeur propre —1 est 1. Cette dimension est distincte de 1’ordre de multiplicité de la valeur propre.

L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

iii. Le polyndme caractéristique de la matrice A est

xa(X)=-X3+3X%+a.

- 0 «

Ona A—-)\I3 = 1 =X 0 . Les deux vecteurs colonnes C; et (5 de cette matrice forment une
0 1 3—-2A

famille libre, donc son rang est supérieur ou égal a 2.

Pour tout A € R, la matrice A — A I3 a son rang supérieur ou égal a 2.

Donc en utilisant le théoréme du rang, on a : Ker (f — Aldg) < 1.

Comme la dimension d’un sous-espace propre est supérieur ou égal a 1, on a

la dimension des sous-espaces propres de f est égale a 1.

Considérons la fonction ¢ : z — — 23 + 322 + a.

Cette fonction est dérivable sur R, etona ¢'(z) = — 3z (z — 2).
T |—o00 0 2 +o00
¢'(x) -0+ 0 -
+ 00 a+4
p(x) NS N
et — 00

Comme chaque sous-espace propre a pour dimension 1 et que F est de dimension 3, I’endomorphisme f est
diagonalisable si, et seulement si, f admet 3 valeurs propres distinctes.

On utilise la propriété suivante : une application qui est continue et strictement monotone sur un intervalle
définit une bijection de I sur f(I).

Sia > 0ousia+4 <0, équation p(zz) = 0 admet une seule solution.

Sia=0o0ua«a+4 =0, ’équation p(z) = 0 admet 2 solutions.

Sia < 0eta+4 >0, ’équation p(z) = 0 admet 3 solutions.

L’endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, —4 < a < 0.

3. Deux exemples d’endomorphisme cyclique en dimension n



a.

i

ii.

iii.

iv.

D’apres 1’écriture de la matrice, ona f(e1) = ea, f(e2) = es, plus généralement :

sikel[1,n—1], fex) = ex1

Soit pour k € [1,n — 1], I'assertion P(k) : f*(e1) = eppr1.

Ona f(e1) = eq, donc P(1) est vraie.

Soit k € [1,n — 2], supposons I"assertion P (k) vraie.

Ona f*(ey) = epy1, donc fF+1(e1) = f(eps1) = €ryo. Donc P(k + 1) est vraie.
OnadoncVk € [1,n — 1], f¥(e1) = eppr.

Ainsi on a

(e1, flex), f2(ex), .., " (er)) = (e1, €2, . en)

Comme (e1, f(e1), f2(e1), ..., f"1(e1)) est la base canonique de E,

I’endomorphisme f est cyclique.

Comme la matrice A est triangulaire inférieure, son déterminant est égal au produit des éléments de la diagonale.

Donc det(A) = 0. Donc

La matrice A n’est pas inversible.

Comme la matrice A est inversible, son rang n’est pas égal a n. Donc rang(A4) < n — 1.
D’autre-part, les colonnes C1, Co, ..., C,,_1 forment une famille libre. Donc le rang de la matrice est supérieur

ouégalan — 1.

Le rang de la matrice A estn — 1.

On a, pour tout = de R,

xa(z) =det(x I, — A) =

On a donc

xa=X""1(X-1)

On a Spr(4) = {0,1}.

Sin = 2, le polyndme caractéristique est scindé a racines simples, donc I’endomorphisme f est diagonalisable.
Supposons n > 3. La valeur propre 0 & pour ordre de multiplicité w(0) =n — 1 > 2.

Or le rang de la matrice A est n — 1. En utilisant le théoréme du rang, on obtient la dimension de Ker f égale a
1. 11 s’ensuit que la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est 1. Comme cette dimension

est distincte de I’ordre de multiplicité de 0, on en déduit que f n’est pas diagonalisable si n > 3.

I’endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, n = 2.




b. i. Ona,pourtouti € [1,n], ¢(z;) = \; z;. Donc, pour tout k de N, ona ¢(x;) = AF ;.

On en déduit par linéarité que :

VeEel,n—1], Fai 4zt +x) =Mooy + M a4+ + Moz,

ii. Le déterminant de la famille (z, ¢(zo), . ..,c" " !(zo)) dans la base (1, x2, ..., 2y) est:
IS VR ¢ A Vi
TP PP ¢ D Vo
L A /\%—1 AZ:%
1 A A2t

Ce déterminant est un déterminant de Vandermonde. Il est égal a

IT »=x)

1<i<j<n

Comme les \; sont distincts deux a deux, ce déterminant est non nul. Donc

la famille (zo, c(xo), . .., c" ! (xg)) est une base de E.

La famille (z, c(z0), ..., " 1(z0)) est donc une famille génératrice de E.
En tant que sur-famille, il en est de méme pour (c*(z0)|k € N).

Donc Vect(c®(zo)|k € N) = E.

L’endomorphisme c est cyclique.

4. Cas général

a. Une base adaptée de F/

i. Sizo=0g, ona,pourtoutkdeN, f*(z0) = 0g. Donc Vect(f*(zo)|k € N) = {0z}
Ceci est impossible car Vect(f*(20)|k € N) = E, etdim E > 2.

o 7& OE

ii. Soitl’ensemble K = {p € N| (zq, f(z0), [*(x0), ..., [P (x0)) estune famille libre. }
Comme zg # O, la famille (z) est une famille libre. Donc 1 € K, et I’ensemble K est non vide.

Comme F est de dimension n, le cardinal des familles libres est majoré par n. Ainsi K est majoré par n.

L’ensemble K est non vide et majoré.

Une partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément. Notons le m. On a donc

(w0, f(x0), f2(x0), ..., f™ (wo)) est libre et (zq, f(x0), f2(x0),- ., f™(x0)) est lie.

iii. Soit P(n) I’assertion :

™k (24) est combinaison linéaire des vecteurs zq, f(z0), f2(2o), .., f™ L (z0)



Comme (g, f(x0), f2(x0), ..., f™ H(wo)) estlibre et (wg, f(x0), f2(x0), . .., f™(w0)) estliée, le vecteur f™ ()
est combinaison linéaire de o, f (o), f2(x0), - .., f™ (z0). L assertion est vraie au rang 0.

Supposons la vraie au rang k. On peut écrire :
F (@) = ag o + a1 f(xo) + -+ + am—o [ (w0) + am—1 [ (0)
On en déduit que
FHE (o) = ag f(wo) + a1 f2(w0) + -+ + am—s [ (@0) + am—1 [ (x0)

Comme f™ () est combinaison linéaire de xo, f (o), f2(x0), - . ., f™ (o), on en déduit qu’il en est de méme
pour fmHEH1(z). Lassertion est vraie au rang k + 1.

Elle est donc vraie pour tout entier k. Donc

vk S Na fm+k(l,0) € VeCt(IOa f(‘ro)a f2(I0)7 ey fmil(xo))'

iv. Comme E = Vect( fE(xo)|k € N) , tout vecteur de F s’écrit comme combinaison linéaire d’un nombre fini de
vecteurs du type f* (o).
Donc, d’apres la question précédente, tout vecteur de E' s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs
o, f(w0), f(x0), - -, [ (20).
11 s’ensuit que la famille (xo, f(xo), f2(xg),..., fm ! (xo)) est génératrice de E. Comme par définition de m
c’est une famille libre, ¢’est donc une base de E.

Comme son cardinal est m,ona m = n.

La famille (o, f(z0), f*(20), ..., [™ (o)) est une base de E, et m = n.

b. Matrice et diagonalisabilité de f

0 0 0 po
1 0 . 0 P1
i Oonobtient M= | O 1 0 - 0 P2 o gy
0 . 0 1 0 ppos
0 0 1 pna
x 0 . . 0 —Po
-1 x . . 0 — D1
0 -1 x . 0 —
ii. Pourtoutxz de R,ona xp(z) = b2
0 . 0 -1 =« — DPn—2
0 . . 0 -1 xz—pp_1

Effectuons 'opération : Ly «— Li+xLy+xLs+---4+2" 2L,_1+2" ! L,.

0 . 0 P(x)
-1 T . . 0 — D1
0 -1 =z . 0 —
On obtient xps(x) = b2 ,
0 .0 -1 =z —Pn—2

0 . . 0 -1 =z — Pn-1



On développe par rapport a la premiére ligne, et on obtient : s (7) = (—1)*" P(x) x (—=1)""L.

xm =P
iii. Soit A une valeur propre de M.
A 0 . . 0 — Po
-1 X . . 0 —D
: : 0 -1 A 0 — P2
Considérons la matrice A\ I,, — M =
0 .0 =1 A — DPn-2
0 . . 0 -1 A=pna
Notons C1,Cy, ..., C, les vecteurs colonnes de cette matrice.

Soit (a1, g, ..., ap—1) € R™. Supposons que a3 C1 + a3 Cy + -+ ap—1 Cp—1 = 0.

On obtient le systeéme

A a1 =0
— oy + A Qo = 0
—Qp_2 + )\an—l = 0
— Op—1 = 0
On en déduit que tous les «; sont nuls. Donc les vecteurs colonnes Cy,Csy, ..., C,,_1 forment une famille libre.

Il s’ensuit que la matrice M — A I,, a un rang supérieur ou égal a n — 1. Comme A est valeur propre, cette

matrice n’est pas inversible. Donc son rang est n — 1. Et la dimension du sous-espace propre associé a A est 1.

Pour toute valeur propre de M, la dimension du sous-espace propre est 1.

iv. e Sil’endomorphisme f posseéde n valeurs propres distinctes, comme F est de dimension 7, I’endomorphisme
est diagonalisable.
e Supposons que I’endomorphisme cyclique f est diagonalisable.
Pour toute valeur propre de f, la dimension du sous-espace propre est égal a I’ordre de multiplicité de la
valeur propre. D’apres la question précédente cette dimension est 1. Donc I’ordre de multiplicité de chaque
valeur propre est 1.
Comme f est diagonalisable le polyndme caractéristique est scindé. Les racines du polynéme caractéristique

sont les valeurs propres de f, et elles sont donc d’ordre de multiplicité 1, et elles sont donc au nombre de 7.

L’endomorphisme f est diagonalisable <= f admet n valeurs propres distinctes.

c¢. Commutant de f

i. L’identité de £ commute avec f, donc appartient a C.
Considérons deux endomorphismes g et h de C, et deux scalaires « et (3.
Ona
(ag+pBh)of=agof+PBhof=afog+ffoh=fo(ag+ph)

Donc avg+ S h €C.

C est un sous-espace vectoriel de L(E).




ii. On peut remarquer d’abord que, pour tout k de N, ona *f¥o f = fo f*. Donc (Idg, f, f?,..., ") estune
famille de C.

Soit ag, oy, ..., an—1 € K™ Supposons que

apldg+ar f+ 4 a1 f*1=0

Ona
gz + ay f(zo) + -+ oy [ (20) =0
Comme la famille (g, f(x0), f2(z0), ..., f*~!(x0)) est une base de E, on en déduit que tous les a; sont nuls.
Donc
(Idg, f, f?,..., f""!) est une famille libre de C.
iii. Soit g un élément de C. Décomposons le vecteur g(xo) sur la base (g, f (o), f2(xo), - .., [ Hwo)) :

9(x0) = ag o + ar f(x0) + a0 f2(x0) + .. + cn—1 [ (o)
Notons h I’endomorphisme de £(E) définie par
h=aooldg+a1 f+aof2+ ... Fop_1 fP1

On remarque d’abord que h € C et que h(zo) = g(xo).
On a, pour tout k € [07 n— 1ﬂ,

h(f*(z0)) = (ho [*)(xo)
= (fk o h)(xo)
= f*(h(z0))
= [*(g(x0))
= (f*og)(xo)
= (g0 /")
= g(f*(x0))

1’0)

Ainsi g et h coincident sur une base de F, donc g = h. Et donc
g=aoldp+o1 f+agfP+...+an1 "t

La famille (I de, f, f?,..., f”fl) est une famille génératrice de C. Donc

(IdE,f, 2, .. .,f"fl) est une base de C.




