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Fiche 17 : Analyse N°3 : Intégration 100



1 Ecriture d’'un complexe 1

Premiére partie

Outils N°1 : Nombre complexe

1 Ecriture d’un complexe

1.1 Ensembles et formules a connaitre

Définition 1 il existe un ensemble de nombres (appelés nombres complezes), noté C tel que :
e C contient R
e C est muni d’une addition et d’une multiplication qui suivent des regles de calcul ana-
logues a celles de R
o C contient un nombre noté i tel que i* = —1
e Chaque élément z de C s’écrit de maniére unique sous la forme z = a+1ib ot a et b sont
deux réels.

Définition 2
21k

U={c?6cR} U,={en, ke{0,....,n—1}}

PR Sy e = cos(#) + isin(0) (1)
1=¢" j=¢'2, j:ei%ﬂ, —1 =€, —1
Définition 3 (Formule d’Euler)
0 —i6 0 —i6
cos(0) = ¢ re sin(f) = i (2)

1.2 Forme algébrique

La forme algébrique d’un complexe est a+ b, pour cela, on utilisera surtout les formules de (1).

1.3 Forme polaire

La forme polaire d'un complexe est pe?, avec p > 0 et 6 définie & 27 pres.
A partir d'une forme algébrique a + b, on factorise par le module p = va? + b? et on détermine

a
0 tel que cos(f) = — et sin(6) = —.
(6) p (6) p

0 T T T |7
a — — — —
6 4 3 2
V3 V2 1
cosae | 1| — | — 1| = |0
Valeur elles de trigonométrie : 2 2 2
aleurs usuelles de goee.. 1 \/5\/5
sinoe |0 = | — | — |1
2 2 2
tana | 0 \/?g 1 \/5.




2 Résolution d’équation complexe

Remarque 1

o Appliquer ces formules directement sur les expressions que 'on vous donne, n’essayer

pas de calculer d’abord la forme algébrique.

o La forme polaire est pratique pour simplifier des produits, quotient ou puissance de

complexes.
o S’aider d'un dessin pour facilement trouver 'argument 6

1.4 Méthode de I’angle moitié

Le but est de donner une forme polaire a ¥ + ¢

La méthode :
1. Factoriser par 'angle moitié eit5® (angle de la diagonale d’un losange)
2. Reconnaitre une des formule d’Euler (Formule (2)) dans les parentheses

3. Attention pour avoir la forme polaire, il faut faire attention au signe
du cos ou sin obtenue. Si il est négatif, il faut rajouter 7 a I'angle ”Ta
(en effet —1 = €'™).

2 Reésolution d’équation complexe

2.1 Résolution de z"=cec C

La méthode :
Ecri f lai i 0
o Kcrire ¢ sous forme polaire pe'”, avec p > 0.
e FEcrire sur votre copie avec vos valeurs :

Cette derniere ecrlture n’est possible que si n est un entier!
2ikm
n ,ke{0,....,n—1}

o Conclure par z = pne e’

., 2ikm .
o Attention ne pas oublier les racines n‘eme de I'unité e =, sinon tout est faux.

2.2 Résolution de 22 = a +ib

Cette méthode s’applique uniquement si vous ne pouvez pas écrire a + ib sous forme polaire.

1. Poser z = x +1y.
On a alors 2 = 22 — y* + 22y

2. Créer un systéme en z et y de trois équations :

( ?) = (é4)

2|2 = |a + zb| (1i1)

3. A partir des lignes (i) et (ii7), déterminer 22 et y2.



2 Résolution d’équation complexe 3

4. L’équation (ii) permet de savoir si z et y sont de méme signe ou non et ainsi de trouver
les deux couples (z,y) solutions.

Exemple 1 Résoudre 22 =1+
Posons z = = + 1y
Alors 2% = 2?2 — y? + 2ixy.
x? — y2 =1 x?
Par identification : (S) ¢ 2zy =1 &<y
22 +y? = V2 20y =1

r = /\/§2+1 r = _ \/§2+1
(s) & ou
y =% |y =%

2
Les solutions sont \/‘/52“ + z'\/\/%—l et _\/\/§2+1 _ i\/*/%_l

Remarque 2 Il est des fois plus rapide de deviner la valeur de 6 qui est plutdt assez simple,
en prenant 2xy = b, on peut chercher des x,y € Z qui vérifie cette condition.

S
i
+

|§w
AR

[\

Exemple 2 on veut résoudre 02 = 3 + 44, on a alors 22y = 4 soit xy = 2, ontrouve x = 1 et
y=2ouzx=2ety=1,reste a vérifier (1 +2i)? = -3 +4iet (2+1)? =3+ 4
Pour la rédaction sur la copie :

Ona (2+i)?=3+4i

Ainsi 6% = (2 +1)? et par conséquent ¢ = +(2 + 7)

2.3 Résolution de ¢ =c € C

La méthode :
« Ecrire ¢ sous forme polaire pe®, avec p > 0.
e On pose z = x + iz, et on écrit :
ef = exeiy — peiG
o Conclure par x =Inp et y =0+ 2ikm, k € Z
On a ainsi la valeur de z

2.4 Résolution de az2+bz+c=0

Tout repose sur la propriété :

Proposition 1
Soit (a,b,c) € C?, a # 0 et A =b* — 4ac le discriminant de (E) : az*> + bz + ¢ = 0, alors

b+
o SiA=02#0, (F) admet deuz racines distinctes : z = 5
a
—b
e Si A =0, I"équation (E) admet une racine double : z = 5
a

La méthode est donc simple :
o Déterminer le discriminent A
o Déterminer un § tel que 62 = A avec la méthode de la section 2.1 ou si nécessaire de la
section 2.2.
e Attention , il faut choisir un 0 et ne pas prendre les deux solutions de I’équation.
« Appliquer les formules de la proposition.



3 Utilisation des complexe en étude de fonctions 4

3 Utilisation des complexe en étude de fonctions

Pour simplifier et calculer des primitives de cos(wz)e®” ou sin(wz)e™”, on considere la fonction

elat@)z que I'on écrira sous forme

T = e = eatW)T qui a pour primitive x — ,
o o+ ww

algébrique.

Il suffira alors de conserver la partie réelle pour trouver la primitive de cos(wz)e®® ou la partie

imaginaire pour sin(wx)e**

Exemple 3 Donner une primitive de z — x cos(2x)e”

On s’intéresse & x — xei2®e® = ge(1t2)z

Par intégration par partie,

On pose, pour tout z € R, u(z) = x et v'(x) = e2)? cest-a-dire v/(z) = 1 et v(z) =
1 1)T
m€(1+2) )
u et v étant C! sur R.
Ainsi
/xe(l—i—Qi)zdx — |y 1 e(1+20)z _/ 1 o(H2)e gy o 1 (20 _ 1 20
1+ 21 1+ 2i 1+2: (1+ 2:)?
1 —2 T 21T 1 T 21T
- Y T 3Tt

. 1—2i —3 -4
/xe(lﬁl)xdm = o Ze“"‘(cos(Zx) + isin(2x)) — o Zex(COS(Zl’) + isin(2z))

= (x(cos(2x) + 2sin(2x))e” + (3 cos(2z) — 4sin(2x))e”)
+i (z(sin(2z) — 2 cos(2z))e” + (3sin(2z) + 4 cos(2x))

Ainsi on considere la partie réelle, on a

/:C cos(2z)e’dr = x(cos(2x) + 2sin(2x))e” + (3 cos(2z) — 4sin(2x))e”



1 Symétries

Deuxiéme partie

Outils N°2 : Trigonométrie

1 Symétries

cos(—zx) = COS T . :
sin(—z) = —sinz cos (Z —g) = sing
tan(—z) = —tanx sin (5 — ) = coix
T _ =
cos(m—x) = —cosx tan (§ — ) tan
sin(r —x) = sin x
tan(mr —x) = —tanx
cos (g + x) = —sinx
cos(m+1) = - cos T sin (2 4+x) = cosx
sin(m + ) —sinx . 1
tan(r +x) = tanx tan (5 +z) = T lanz
On retrouve ces formules a ’aide du cercle trigonométrique
cos(q) prmmmmmmmmmmns
_________________ sin(e) ... al
: T — @ &
: =
: £

sin(a) cos;(oz) 1




5 Formules de linéarisation 6

2 Egalités

dke€Z /b=a+2rk dke€Z /b=a+2nk
cosa = cosb & < ou sina =sinb < < ou
dkeZ /b= —a+2rk dkeZ /b=n—a+ 27k

tana =tanb< Ik €Z /a=b+ 7k

On retrouve ces formules a l'aide du cercle trigonométrique.

3 Formules d’addition

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb cos(a —b) = cosacosb+sinasinb

sin(a+b) = sinacosb+ cosasinb sin(a —b) = sinacosb— cosasinb
tana + tanb tana — tanb

tan(a +b) = ——— tan(a — b) = na "

1 —tanatanb 1+tanatand

Remarque 3 Il suffit de connaitre la partie de gauche pour retrouver ensuite toutes les for-
mules citées en-dessous.

4 Formules de duplication

cos2a = cos?a—sina
N 9 1 4 cos2a
= 2cos“a—1 cos“aq = T
_ 102
= 1—-2sin"a o 1 —cos2a
: _ : sin“a = ——
sin2a = 2sinacosa
2tana 9 1 —cos2a
tan2a = ———— tan2q = ———7
1 —tan“a 1 + cos2a

Remarque 4 cos(2a) = cos(a + a) et sin[2a) = sin(a + a) et utiliser la formule de Pythagore
cos?a +sin*a = 1

5 Formules de linéarisation
cos(a) cos(b) = % (cos(a — b) + cos(a + b))
sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b))

sin(a) cos(b) = % (sin(a — b) + sin(a + b))



7 Principe de fusion 7

Remarque 5 cosacosb apparait dans la formule cos(a + b)
cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b)

et en éliminant sin a sin b par pivot,on ob-
cos(a —b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b) parp

On écrit
tient

2 cos(a) cos(b) = cos(a — b) + cos(a + b)

6 Formules de factorisation

sinp 4 sing = 2sin (Z%) coS (I%)

: . L. [(P—q pP+q _ . (Ptaq\ . (P4
sinp — sing = 2sin N cos N coSp — cosq = —2sin N sin S
)
)

cosp + cosq = 2cos (?) cos (%)

Remarque 6 On éerit cos(a+0b) = cos(a)cos(b) — s%n(a) s:m(b)'
cos(a —b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)

o a+b=p . n _

Ainsi cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b) avec b (c-a-d a = 55 et b = B1).
a—b=gq

6.1 Formules en “tangente t sur 2"

. t
Soit t €] — m, [, en posant u = tan (5) on a:

; 1—u? ‘ - 2u Lt 2u
cost = sint = ant =
1+ u? 1+ u? 1—w?
tan(t/2) + tan(t/2
Remarque 7 On commence par écrire tant = tan(2(t/2)) = anl( i 2;1;2 (??é)/ ) = 2
N 1 (1 — U2) 2
N _ 1 _ _ _ 1-u

A laide de tan’(z) = —5= = 1+ tan’*z, on a cost = Um Ve e

. . o 1—u? 2u . 2u
Puis sint = costtant = T T = Toa?

7 Principe de fusion

Acosz + Bsinz — C cos(z — )

Si A ou B est non-nul, on écrit :

A B
Acosz + Bsinz = VA2 + B2 (\/ﬁ cos T + \/ﬁsinx>

A
COS p = —F——=x
Puis on détermine ¢ tel que A23+ B2
sinp =

VT B



3 Pivot de Gauss 8

Troisieme partie
Outils N°3 : Pivot de Gauss

Il est tres simple de résoudre des systemes dit échelonné. Par conséquent, il faut savoir les
reconnaitre, les interpréter et se ramener a de tel systeme.

1 Reconnaitre un systeme échelonné

Pour cela, on applique le petit algorithme suivant :
1. Chercher une variable qui apparait que dans une seule ligne
2. Noter cette variable et éliminer la ligne correspondante.
3. Réitérer
Si vous avez éliminer toutes les lignes, le systéme est échelonné. Sinon, il ne I’ai pas mais toutes

les variables trouver sont a éliminer dans 'ordre de ’algorithme pour le pivot (aucun travail a
faire et vous travailler alors sur un plus petit systéme).

Remarque 8 Les variables trouvées sont dites des termes de téte du systeme. Si vous écrivez,
le systeme avec ces variables dans l'ordre trouvé, il sera triangulaire.

2 Reconnaitre les variables principales et secondaires

Les variables principales sont les variables qui apparaissent "en terme de téte du systeme" (voir
la sous section précédente).
Les variables secondaires sont les autres.

Exemple 4 Pour un éléments (21,29, 23, 24, T5, Tg, 7) € R7, on a le systéme dans R7 :

‘|‘25L‘2 +3$3 +4$4 —|'5£E5 +6$6 =0

+4ZE4 +x5 —Tg = 0
he =0
Les éléments encadrés sont les éléments en terme de téte.
Les variables principales sont zy, x3, 4
Les variables secondaires sont donc xs, x5, xg et 7.
r7 n’apparait pas dans le systéme mais fais parti de ’ensemble des variables étu-
diées.

3 Pivot de Gauss

Le pivot de Gauss sert a résoudre les systemes de la forme

a11T1 + a1 222 + .. + a1 T, = b1 (Ly)
2,171 + A2 2T2 —+ ..+ A2 n Ty = b2 (LQ)

(5)

Ap1T1 + ApoZo + .. + apnTy =0, (Ly)



3 Pivot de Gauss 9

Méthode 1 1. o L’un au moins des coefficients de x1 est non-nul. On en choisit un, que
Ion appellera premier pivot, et supposons qu’il se situe a la i°™ ligne L;.
e On effectue l'opération élémentaire Ly <— Lj;.
e Dorénavant, le systéme est de la forme

aﬂxl + aggxg + ..+ a%%xn = bgl) (Ly)

(5) ag%xl + aggxg + ..+ agzlxn = bél) (Lo)
1 )

(1)

p121+ a(l)xg + .+ aﬁzwn = b;(>1) (Lyp)

a p,2

G
ot agg # 0
o FEnsuite on effectue les opérations élémentaires suivantes

A
Vi€ {2;.;p} L; < Li+—L; ou L; < a;1 Li+\L; si a;1 ne dépend pas d’un paramétre
a1

qui nous permettent d’obtenir le systéme (Ss) équivalent da (S) donné par

aﬁxl + aggxg + ..+ aﬁl,{a;n = bgl) (Lq)

a%m +..+ aﬂxn = ng) (Ls)
(52) . (SL)
2

s b+ oz =8 (L)

2. Dans le systéme

a%xg +..+ ag?,)L:cn = bg) (Ls)

(52)

. )

(a) soit l'inconnue xo apparait effectivement et donc il existe une certaine ligne ou le
coefficient de x9 est non-nul. On utilise alors ce coefficient comme deuzxiéme pivot
et on procéde alors comme dans 1. On obtient alors un systéme de la forme

aggxg + aé?g),xg + ..+ ag:;)ta:n = bég) (Ls)
" ag??),xg +..+ ag?%a:n = bE,f”) (Ls)

(55)

s b+ oz =8 (L)

ot agg # 0. Ainsi le systéme (S) est équivalent a un systéme (S3) de la forme
( a%{xl + aﬁ%xg + af;,xg + ..+ a%)txn = bgl) (Ly)
a%m + ag’%xg + ..+ agj’%xn = bg?’) (Ls)

(S3) < ag’%x;g + ..+ ag:j’%xn = bé?’) (Ls)

\ afhws + -+l = b (L)

ol aﬂ #0 et aé‘?’% # 0.



4 Les choix et pieges du pivot de Gauss 10

(b) soit linconnue xo a disparu du systéme (S5). Dans ce cas, d’autres variables ont pu
également disparaitre donc le systéme (S) est en fait de la forme

aé?,la:k + ..+ a%xn = b§2> (Ls)

(55)

as,lxk + .+ aﬁ%xn = béQ) (Lyp)

ol xy est une variable apparaissant effectivement dans (S5). On se raméne alors au
cas précédent.

3. On itere alors le processus en éliminant une a une les inconnues jusqu’a obtenir un sys-
teme (S') triangulaire équivalent a (S) de la forme

!/ / / . N

ay @1 + @) 92 + ...+ ay 1, = by
. équations principales

/ / _

Q. Tr + .+ ap T, = by

_ L/
0 - Yr+1

équations caractéristiques

N
\ 0 =1,
ot r est un entier pas nécessairement égal a p (ce provient du fait que des inconnues ont
pu disparaitre lors du pivot de Gauss).et ot tous les pivots a, sont non-nuls.
On dit que que les inconnues x1, .., x, sont les variables principales et x,,1, .., z, sont les
variables secondaires.

4 Les choix et pieges du pivot de Gauss

Les choix Attention ceci est une partie tres délicate pour un pivot de Gauss, ces choix
peuvent, si ils sont mal fait, complixifier la résolution en donnant des coefficients horribles...

ler choix : L’ordre des variables.
Vous pouvez choisir de ne pas l'ordre classique x puis y puis z. Vous pouvez changer cet
ordre.
Pour cela on choisit une premiéere variable qui nécessitera le moins de travail possible (elle
n’apparait pas souvent dans les lignes).
On élimine cette variable par la méthode du pivot et on réitere pour le choix de la variable
a éliminer.
Si vous n’avez pas de variables qui sort du lot, choisir la variable dont le plus petit commun
multiple des coefficients soit le plus petit possible.

2eme choix : Le Choix du pivot.
o On choisit le pivot dont les coefficients des lignes sont les plus simples.
e Sinous avons un parametre, le pivot, si possible, ne doit pas dépendre du para-
metre
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Les pieges Les piéges ont surtout lieu pour les systémes a parametres. Ils sont tres délicat
et correspondent a faire une opération interdite dans le cas L; < a;L; — a;L;
Il ne faut surtout pas que a; puisse s’annuler et que a; ait des valeurs interdites (quotient).

Exemple 5 Pour le systeme en z,y : (a+1)x+(2a° —a—1)y

(a+2)x+ (2a+ 1)y =0
On ne peut pas éliminer directement z, car les seules opérations du pivot possibles sont
Ly« (a4 1)Ly — (a+2)Ly ou Ly <= Ly — %Ll (ici @ = —1 est une valeur qui fait empeche

d’appliquer le pivot)
Vous pouvez éliminer y par pivot, en effet (2¢> —a — 1) = (2a + 1)(a — 1), donc l'opération
L1 < L — (a — 1)Ly et valable avec Ly le pivot.

Si vous avez un systéme a parametres. Il est plus souvent d’écrire le systeme sous forme matriciel
et d’utiliser le déterminant. Pour cela, allez voir la Fiche 4 : section 4.3.
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Quatrieme partie
Outils N°4 : Matrice et déterminant

1 Produit matriciel

On a la définition du produit matriciel :

Définition 4 Soit A € M, ,(K) et B € M, ,(K). On appelle produit de A par B, la matrice
C = (¢;j) € My, 4(K) notée AB dont les coefficients sont

p
Cij = E g by
k=1

Cette formule est théorique et n’est utilisée que pour des exercices théoriques.
En pratique, pour faire le produit , on les écrit ainsi :

9 7
0 9 | =4
8 6

5 Ast 60 97
B = (180 950 150 (:140 9820 4050) =AxB

2 Inversion de matrices

2.1 Déterminer ’inverse

CL171 N al,n T U1
Soit A = o une matrice carré, on résoud I'équation A | : | = | : |, c’est-
Api - Qnp Ty Un
111+ ... F 1Ty =N 1 =biayi+... +biayn
a-dire : pour obtenir :
Ap1T1+ ...+ ATy = Yn Ty =bpaxi+ ...+ bypyn
I Y1
soit | : | =B | : | ou B est la matrice inverse de A.
Ty UYn

Remarque 9 Attention a bien respecter I'ordre de (z;) et (y;) (lignes et colonnes du systeme)
pour avoir simplement a lire la matrice B
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1 11
Exemple 6 Soit P= |1 0 1
110
x a
Soit X=[y|letY =15
z
rT+y+z =a (z—l—x—iry =a zZ =a—c
PX=Y & Jzx+z =b &y =a—b&Jr =—-a+b+c
T +y =c (T +y =c y =a—>b
-1 1 1
Donc P est inversible et d’inverse P~1 = 1 -1 0
1 0 -1

2.2 Déterminer ’inverse a partir d’une équation de M

I1 suffit d’isoler I a droite de I’équation et de factoriser par M a gauche.
On a une équation polynomial de M : a, M"™ + ---+ a1 M + apl =0 avec a,, # 0 et ag # 0

On a alors M(a,M" '+ - 4+ a;I) = —agl < M( in M"‘l—l—--'—l—il) =1
—Aag —Qg

a a
Donc M est inversible et d’inverse : ——M"™1 4 ...+ L.
—Qg —Qg

Exemple 7 Soit A telle que A3 +4A — 31 =0
Alors I = 3 (A +44) =3 (A2 —41) A

Donc A est inversible d’inverse A™' = (A% — 41).

1
3
3 Puissance de matrices

3.1 Puissance d’une matrice A = PBP~!

Faire une récurrence :

Rédaction 1 Notons P, : A = PB"P~L.
Initialisation : Pour n =10
A’ =1 PRBPl=pipt=ppt=1]
Donc Py est vraie.
Hérédité : Supposons P, vraie.
Nous avons A = PB"P~!
Or Avt! = A" x A = PB"P'PBP~ ' = PB"BP~! = pprtip-1
Donc P,y1 est vraze.
Conclusion : Pour tout n >0, A" = PB"P~!,

Il reste a calculer B™ :
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e Si B est diagonale, c’est a dire

1,1 0 0

0 a9 9 0

0

0 G
Alors

ar; 0 0
B 0 a9 2 0
0
0 a;

b,p
e Si B est triangulaire, alors on peut écrire B = D + N avec DN = N D, on se ramene au
calcul de puissance de la section 3.2

3.2 Puissance d’une matrice A= D + N, avec DN = ND

On utilise la formule du binome :

Mais il faut absolument indiquer que DN = ND

Remarque 10 e Dans la plupart des cas, il existe un entier p tel que N? = 0. Ce qui
simplifie énormement la résolution pour n > p.
Par exemple pour N3 = 0, on obtient :

Vi >3, A" = (g) D" + (g‘) ND'™ !4 (Z) N2Dm2

« Ce n’est pas toujours le cas, mais souvent on aura calculer les puissances n'*™¢ de D ou
N précédemment.
« Pour la formule du binome de Newton, on préfeére toujours mettre le N* plutot N™—F.

Exemple 8 e Soit A = <3 2). Calculer A™

0 3

OnaA=3l+ N avec N = (8 g)
De plus 3I,N = 3N = N3I, et N? = 05, ainsi, pour tout k& > 2, N¥ = N2N¥-2 = (),

Par binéme de Newton,

A" = @BL+N) =) (Z) N*(3L,)"* = (Z) NG
k=0

k=0

- (g) 3T, 4 (g‘) 371N 40 =3"T +n3"'N

1 2n
. an 3
- (o )
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. SmtB:(l 9

2 1). Calculer B™

OnaA:IQ—FUaveCU:(i 1)

De plus IL,U = U = Ul, et U? = 2U, ainsi, par récurrence, pour tout k > 1, U¥ = 2k-1J
Par binéme de Newton,

B" = (L+U) = i (Z) Uk (L) = (g) j g <Z) ok=17

k=0
_ ~ (7, 1. ~ (n ket _ 1|1
- I2+<Z<k;)2>2U_I2+<Z<k>21 1) U
k=1 k=0
3" -1
= Lt+~5—U

3.3 Puissances d’une matrice A sachant P(A) ou P est un polyndéme

Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par P est de la forme

On utilisera la méthode de la Fiche 6 : section 2.2
Puis on pose X = A (ne pas oublier de changer le 1 en ) et on obtient
A" =0+ R,(A)

Exemple 9 Soit A = (é 2), ona A? =34 — 21

Considérons la division euclidienne de X™ par X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2), pour n fixé.
Il existe a,b € R et Q € R[X] tels que X" = (X —1)(X —2)Q +aX +b
Pour X =1,ona1"=0+a+bet pour X =2, 2" =2a+b

o fatb=1 a =21
Ainsi &

2a+b=2" bo=2-2n

On adonc X" = (X?-3X+2)Q+ (2" - 1)X +2—2"
Et pour X = A4, A" =(2"-1)A+(2—-2")1

3.4 Divination de A"

Calculer A%, A3, A* pour trouver une formule générique de A™ et la montrer par récurrence.

Exemple 10 Soit A = (1 1), ona A? =2A, A> =4A

11
Montrons que A" = 2""1A pour n > 1
o Initialisation : n =1, on a 2'714A = A = Al
o Hérédité : Supposons que A" = 2""' A pour n fixé.
Antl — An g4 — 9n—1 42 — 2n—1(2A) — 2(n+1)—1A

« Conclusion : par principe de récurrence, on a A" = 2" 1A pour n > 1
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4 Matrices, systemes et déterminant

pd .
4.1 Déterminant
a1 -0 Qip
Définition 5 Soit A une matrice de taille n X n telle que A =
Qp1 *+° Apn
ay1 e CLl,j,1 a17j+1 Ce Q1n
;11 .. Qj—1.45-1 Qj—-1.4j41 ... QA;—1
On pose Ajj=| " ) o o
Ait+11 - Qit15-1 G141 --- Qitln
an 1 Ce Ap j—1 Qp,j+1 c. Qp.n

On appelle déterminant de A, det(A) = Z a;;(—1)7 det(A; )

J=1

Avec pour convention det <(Z b)) = ad — bc

d

Remarque 11 Pour simplifier un déterminant (en faisant apparaitre de nombreux zéros), on
peut effectuer des méthodes similaires au pivot de Gauss :

Fixer une colonne C; et effectuer les opérations C; <— 1C; — «;C;, pour j # i

Fixer une ligne L; et effectuer les opérations L; <— 1L; — 3;L;, pour j # ¢

Si une colonne peut s’écrire C; = aC!, on peut sortir a du déterminant et le mettre en
facteur d’un déterminant ou C; est remplacé par C!

Si une colonne peut s’écrire L; = L}, on peut sortir v du déterminant et le mettre en
facteur d’un déterminant ou L; est remplacé par L;

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des coefficients sur la diagonale.

Al 1
Exemple 11 Déterminer le déterminant de A= [ 1 A 1
11 A

A+2 1 1
=A+2 XN 1 Cl(—C1+CQ+Cg

Al 1
det(A) = |1 X 1

11 A A+2 1 A
1
1
1

1 1 1
det(A) = (A+2)0 Xx—1 0 L; <+ L; — Ly pour i > 2
0 0 Xx-1
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4.2 Utilisation du déterminant

Le déterminant sert a vérifiant qu'une matrice est inversible ou non :
o Sidet(A) =0, A n’est pas inversible.
o Sidet(A) # 0, A est inversible.

4.3 Systeme homogeéne a parametre.

On cherche a résoudre un systeme de la forme Ay X = 0, avec A, € M, (R) dépendant du
parametre k.

Pour cela, il suffit de déterminer det(Ax) comme fonction en k.

Pour tout & tel que det(Ay) # 0, il y a une unique solution 0.

Sinon, effectue le pivot pour les autres k (qui sont des valeurs particuliéres).

M+y+z =0
Exemple 12 Résoudre le systeme ¢ x + Ay +2 =0
x + y+rz =0
Al (a:
On obtient AX =0avec A= |1 A et X = |y
1 1 z
Comme det(A) = (A +2)(A — 1)2.
0
o Pour A € R — {—2,1}, La solution est | 0
0
—2r4+y+z =0 r+y—2z =0
e Pour A\=—-2,onalesysttme {z—2y+2 =0&dqy—=z =0&r=y==2
T+y—2z =0 0 =0
1
Donc les solutions sont I'espace vectoriel Vect 1
1
r+y+z =0
e Pour \=1,onalesysteme{z+y+2 =0&zr=—-y—2=2
r+y+z =0
-1 -1
Donc les solutions sont I'espace vectoriel Vect 1 110
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Cinquieme partie
Outils N°5 : Equivalents et
Développements limités

1 Les limites

1.1 Généralité

Limites des fonctions de référence

le logarithme : Ensemble de définition : ]0; +oo.

lim Inx = —o0 ; lim Inx =400
z—0t T—r+00

I’exponentiel : Ensemble de définition : R.

lim e* =0 ; lim e* =400
T——00 r—r—+00

Formes indéterminées Les formes indéterminées sont

+o0 0
00 — 00 ; — ; 0 X o0 : -
+o0 0
Remarque 12 On peut souvent conclure une forme indéterminée par les regles de comparaison

suivante :
o L’exponentiel z — e impose sa limite sur les fonctions puissances z —
o Les fonctions puissances x — x® impose sa limite sur les fonctions logarithmes z —
In(P(x)) avec P un polynéme.
o L’exponentiel x — e impose sa limite sur les fonctions logarithmes x — In(P(x)) avec
P un polynome.
Vous ne pouvez utiliser ceci QUE pour des limites de forme indéterminée.
On peut résumer par cela :
Pour une F.I., In < 2 <« €”

2 Equivalent et négligeabilité

2.1 Définitions
Définition 6

e f est négligeable devant g en a € RU {—o0;+o0} ssi lim % =0
T—a g €T
On note f(x) = o(g(z)).
e f et g sont équivalente en a € RU{—o00;+0o0} ssi lim M =1
fetg g {—00; +oo}
z—a g(x)

On note f(x) ~ g(x).

On utilise aussi f(z) = g(z) + o(g(x))

a
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2.2 Regle de négligeabilité

Pour simplifier la notation f < g veut dire f = o(g).
en 400 :

(IHI')B < pe < 7 < ew (qac — eaclnq)
B8 >0 a>0 v >« a>0

en 0 :

(nz)’ < 2 < a2
g >0 a>0 v <«

2.3 Regles de calculs avec o(u) pour u — 0

» Additions de o.
e o(u") —o(u") =0
e o(u™)+o(u") =0
o o(u™) + o(uP) = o(uP) pour tout 0 < p < n
o Ao(u") = o(Au™) = o(u™) avec A # 0.

» Multiplication de o
e u" xo(1) =o(u")
o uP x o(u?) = o(uPt)
o o(uf) X o(u?) = o(uf*9).

» Quotient et o.

2.4  équivalents usuels en 0

Equivalent o()
ef =1~z e’ =1+x+o(x)
In(l+z) ~x In(l+z) =x+ o(x)
sinx ~ z sinz = x + o(x)
tanx ~ x tanx = z + o(x)
t2

cos(t) — 1 ~ 5 cosz =1 — 127 + o(z?)

shz ~ x shx = 2 + o(z)
1+z)*—1~az,a e R* | (14+2)* =1+ az + o(z)

3 Détermination d’un équivalent

Méthode 2

1. 57 ramener a 0 par changement de variable

Si ’équivalent est en a, vt = u+ a et en 400, x = %

2. Mettre au méme dénominateur et factoriser au maximum [’expression.
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3. Pour chaque terme f de ’expression :
Calculer lim f‘
: . limf =0 . ln.nf - io.o‘
limf=¢eR . . Déterminer g qui impose
Déterminer les formules c
f~Y « e sa limite
a utiliser frg

Une seule formule est nécessaire

Plusieurs formules sont nécessaires

L utiliser Utiliser ’expression avec o) (voir DL cf section 4)
2+Inx—3
Exemple 13 Equivalent de f(z) = % en +00.
T —Ver —

2> +1lnz—3 2 x?

X
~ = ——.
T — \/e2x — 0o /2w et

On a f(z) =

4 Développements limités (DL)

4.1 Formule classique en 0 :

1 2
1_x=1+x+x +--+a" 4 o(z")
o_1, % x? " .
e = —f‘ﬂ‘f‘E‘F""f‘m—‘rO(%)
3 1,5 x2n+1 ont2
Sh$:$+§+a+"'+m+0($ )
b =1+ 5 4 D p g Ty ()
21 4! (2n)!
3 ° :L.S n x2n+1 2n+2
smx:m—g—ka—i—---%—(—l)m%—o(x )
vt at n T 41
Cosle—a—l—zjt---%—(—l) (2n)!+0(£ )
xz xd nfl'rn n
ln(1+x):a:—7+§+m+(—1) H—i—o(a:)
—1 B A v————
(1+x)a=1+ax+%z2+---+a(a ) '(a nT ):B”+0(:B”),oz€]R.
! n!
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o R— : 22T -

t —r— (=) n
arctanz = — — + — + +(-1) 2n+1+0(($ )) .

o 14 3 5 Ix3x--x(2n—-1) =" Im42
arcsmx—a:+693 +40x~|— 2% 4 % - % on 2n+1+0($ )
tanx:x+lx3+3x5+0(9@6)

3 15

4.2 En dehors de O :

Il faut se ramener a 0 par changement de variables :
ena € R: Posert=x—a.

1
en +oo ou —oo : Poser t = —.
T

4.3 Produit et composée de DL

Produit :f; X fo x---x f,
o Commencer par déterminer le o() du calcul en regardant chaque o() multiplier par les
termes de téte des autres facteurs
« Développer les expressions en s’arrétant au o() précédent.

Exemple 14 f(x) = (z + 2% + o(2?))(1 + 222 + o(2?))(2 — z + o(z))

Le calcul des o) donne o(z?) x 1 x 2 = o(x?), # X o(z?) x 2 = o(z%) et x x z X o(x) = o(x?)
(vous n’avez pas besoin d"’écrire cela sur la copie).

On a f(z) = (z + 2?)(z + 22?)(2 — x) + o(2?) = (2?)(2 — x) + o(a?) = 22 + o(z?)

Composée :f og
o On doit avoir g(z) = 2P + -+ - + o(a™)
« Sile début du DL de f est f(u) = ag + axu® + ..., alors Pordre de notre DL sera
o(z=DP+ny (cf le produit de gF du paragraphe précédent)
o Ecrire le DL de f en 0 a l'ordre calculé en remplagant tout les u par 'expression de ¢
sans le o() et développer.

Remarque 13 L’expression o(af(k_l)p*”) nous permet d’optimiser 'ordre des DL nécessaires.
Mais c’est assez compliquer de sans souvenir. Faites le DL a 'ordre de départ si vous avez du
mal & le voir.

Exemple 15 DL5(0) de cos(In(1 + x))
Onaln(l4z) =z — 322 + 32° — 2 + £2° 4 o(2”) et cos(u) = 1 — Ju® + 5;u* + o(u)
Donc

1 1, 1, 1, 1% 1 1, 1., 1, 15"
cos(In(l+=x)) = 1-— 5 (m — 2372 + 3m3 1x4 + 5:165) + Y (m — 5372 + gx?’ - 1x4 + 5:165) + o(2°)
1 1 1,14\ 1 1, 1 !
= 1- 51;2 (1 - 5Tt gxz Z:U3 + gx4) - ﬂx‘l (1 bt 5332 — Z‘Ts - 5954) + o)
1 11, 1.\* 1 !
= 1- §x2 (1 — 57 + §$2 - ng’) + ﬂx‘l <1 - §x> + o(z”)
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1 1 2 2 1 1
cos(In(1+=x)) = 1-— §x2 <1 — leZ —r+ 3x2 - sz §x3) + ﬂx‘l(l - éx) + o(2°)
1 ) D 1 1
e 22 923\ 1 a4 L 5 5
2" ( TR TG )+24x o tole)
1 1 1 1
= 1—§$2+§l’3—61’4+§l’5+0(1‘5)

4.4 Division de deux DL

Pour le quotient i, factoriser g par le premier terme de DL pour faire apparaitre un facteur

1
et utiliser la composition du DL de

—_— de la section précédente.
1—(...) 1—u

Exemple 16 DL3(0) de M
sin(z)
Pour cela, il est nécessaire de faire un DL4(0) des expressions classiques (Cf 4.5).
In(1+x) =2 — 322 4 32% — 12* + o(z*)
sin(z) = — g2° + o(z")

Donc
In(l+2)  o—50°+32° —j2* +o(a?) o — 527+ 32° — Jat 4 o(z?)
sin(v) x — 213 + o(z?) B z(1 — 222 + o(x?))
oz — a4 gt — jat +o(at) y 1
B T 1 — 222 + o(x?)
1 1 1 1
= (1- §x+§:p2 - Z$3+0($3))(1+6x2+0(x3))

1 1 1 1 1
= 1- §x+ §x2 — Zx3+ 61‘2 — Ex3+o(x3)

1 1 1 . .
= 1—§x+§x2—§$5+0(x3)

4.5 Choisir ordre du DL

Nous avons une expression factoriser A(z) = ———— et on souhaite un DL, (0)

=1
o D’abord déterminer un équivalent de A(z) de la forme ax™
o Considérer I'ordre réduit n’ =n —m
o Pour chaque facteur f; (ou g;), on a un équivalent a;x™ déterminer tout a I’heure.
On doit effectuer un DL, (0) tel que n; =n' +m;

Remarque 14
Si les f; ou g; ont pour équivalent oyx™
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Alors, pour un DL (0) de f;, on a f; = azz™ + ...+ o(z") = auz™ (1 + ... + o(z*~™)) par
factorisation.

De plus f; X f; = auz™(1+...+o(zF ™)) x ™ (1+ ...+ o(x" ™)) = qyayz™ ™ (1+...+
o(gmmk=mik=m;))) par les regle du o()

On fait en sorte que k —m; = k —m; = n'. Reste a choisir n'.

Comme pour chaque facteur avec un o(), on aura (1 + ...+ o(z™)),

au final, f = az™(1+... +o(z")) = ax™ + ... + o(z™"),

On trouve bien m + n’ = n Uordre souhaité.

Exemple 17 On veut un DL;(0) de f(z) = Sm(?);agl((ﬂﬁ))
cos(z)ch(z

L’ordre réduit est donc 5 —2 =3
e pour sin(z) ~ x, il faut un DL3;1(0), c’est-a-dire sin(z) = z — 2% + o(x*)
o pour tan(z) ~ x, il faut un DL3.1(0), c’est-a-dire tan(z) = x + 32° + o(z?)
« pour cos(z) ~ 1, il faut un DLs¢(0), c’est-a-dire cos(z) = 1 — $2% + o(a?)
e pour ch(z) ~ 1, il faut un DL;gyo(0), c’est-a-dire ch(z) = 1+ 2% + o(z®)
On a alors

fo) — @R o @t e o) a4 ola?)
(1= 122+ o(23))(1 + $22 + o(x?)) 1+ o(2?)
= (2 + éx4 +o(2°))(1 4 o(2?)) = 2% + éx“ + o(z?)

5 Utilisation des DL

5.1 Continuité ou dérivabilité

 Pour justifier qu'une fonction f est continue en un point a (ou prolongeable par continuité
en a), il suffit de montrer que f admet un DILy(a).

On a alors f(x) = f(a) + o(1)

o Pour justifier qu'une fonction f est C'!' en un point a (ou prolongeable en une fonction
dérivable en a), il suffit de montrer que f admet un DL;(a).

On a alors f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + o(x — a)
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5.2 Détermination d’une limites

Suivre l'arbre ci-dessous : on veut calculer lim f(z) en a € R U {—o00; +00}.

f—{ Remplacer x par a et calculer }—\

On trouve une valeur.
C’est la limite

On trouve une forme indéterminée.
On passe au équivalent

/

On tombe sur un facteur ou
il ne reste que le o( f(x))
On effectue un DL

Le choix du nombre de terme du DL : B
Nb de termes DL=NDb de terme de la somme

Puis passer a ’équivalent

On trouve une formule
On utilise les regles de négligeabilité
On obtient la limite




2 Division euclidienne 25

Sixiéme partie

Outils N°6 : Polynémes

1 Identité remarquable

(a+b)* =a*+2ab+V? (a —b)* = a* — 2ab + b (a—b)(a+b)=a>—1

oo =35 (2, e (1) =

k=0

n 2 n

g a; | = E a?+2§ a;a;
i=1 =1 1<j

2 Division euclidienne

Définition 7 Soit A et B deux polynomes, alors il existe une unique paire de polynome (Q, R)
telle que
A= QB+ R avec deg(R) < deg(Q).

2.1 Par le calcul

On pose la division en la faisant mondéme par monome. c’est-a-dire on regarde le ménéme de
plus haut degré de A (a,X") et de B (b,X?)

On conserve Z—ZX 7P pour () et on remplace A par A — Z—:X "PB

Puis on réitere jusqu’a ce que n < p.

Exemple 18 Division de % + 2z + 4 par 22 + 2

xt +2¢ 44|22 +2
—22% 42x 44| 22-2
2r  +8

Alors on a z* + 2z + 4 = (2% — 2)(2* + 2) + 22 + 8

2.2 Pour trouver le reste

On cherche le reste de la division euclidienne de A par B

On pose R, ce reste, de maniére générique R = ag + a1 X +...a, 1 X~ ! avec p = deg(B).

On factorise B au maximum et on remplace X par les racines o de B et on a alors une équation
A(a) = ap+ara+...a,—1aP~1 Si B admet des racines uniques, dérivée expression A = BQ+R
et remplacer X par la racine pour trouver une autre équation.

Au final, vous aurez p équations et un pivot de Gauss permettra de trouver les a;
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Exemple 19 Soit A= X"+ X +3et B=(X+1)(X — 1)

On pose R=aX?+bX +Cet A=BQ +aX?+bX +C

Pour X = -1, (-1)"+2=a—-b+c

Pour X =1,5=a+b+c.

Or 1 est racine double de B, elle annule B et B’, en dérivant A = BQ) + R, on a
nX"14+1=Q'B+B'Q+2aX +b

Donc pour X =1, n+1=2a+0b

On obtient le systeme :

a+b+c=5 c+b+a =5 a:%—lz(—l)"
a—b+c=(-1)"+2 & <2a+b =n+1 = b:ﬂ
2a+b=n+1 2b =3 (-1)" ¢ = 15*2n4+(*1)”

Donc le reste de la division euclidienne est R = 2"_12(_1)71 X2+ 3_(;1)nX + w.

3 Racine d’un polynéme

Définition 8 e Un élément o € K est racine ou zéro du polynome A si A(a) = 0.
P®(a)=0 tout k € {0,....,m—1
e « est racine d’ordre m de P & (@) , pourton {0, om =1}
P (a) # 0.
Proposition 2 e Siay,ay,...,ap sont p racines distinctes de A, alors A est divisible par
p

. Soit A€ K[X]. Siaq,..., SOnt p racines distinctes de A de multiplicité

respectives my, . .., my. Alors H —a;)™

Corollaire 1 e Si A est de degré n et admet n racines distinctes oy, . .., a,, alors

n

A=A[(X - a)

i=1
ou X\ est le coefficient dominant de A.
e Soit A € K[X] de coefficient dominant a. Si o, ..., «, sont p racines distinctes de A
P

de multiplicité respectives my, ..., m, telles que Z m; = deg A. Alors,
i=1

H —o)" =a(X —a)™ - (X — )™

4 Factorisation

4.1 Racines évidentes

Elle consiste a chercher une solution évidente. Si on considere un polynéme de la forme X" +
.+ as X% +a; X +ayg, alors cette solution évidente doit diviser ag. On la recherche en particulier
dans les valeurs suivantes : 0,1, —1,2, —2,3, —3 (& tester dans cet ordre).
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On trouve alors une racine « et on écrit

X"+...+a2X2—|—a1X—|—a0:(X_a)(X”*1+_”+51X_%)7

Pour trouver X™ 4. . +3, X — % on peut soit effectuer la division euclidienne (section 2.1) soit
en devinant la forme du polynéme (on connait déja les coefficients extrémes) et en développant
pour trouver les parametres.

Exemple 20 Factoriser P = X? — 13X? +47X — 35

1 est une racine évidente.

Ainsi 3b € R tel que P = (X — 1)(X? + bX + 35)

Le coefficient en X2 est —13 =b — 1,

Par conséquent, P = (X — 1)(X? — 12X + 35)

Le discriminant de X2 — 12X + 35 est A = 4 de racines 5 et 7
Donc P= (X —1)(X —=5)(X = 7)

4.2 Méthode dans C
4.2.1 Factorisation de P= X" —a

On utilise les racines n-ieme de I'unité (Voir Fiche 1 : sections 2.1 et 2.2
Il suffit de résoudre P(z) = 0 pour trouver toutes les racines de P dans C

Exemple 21 Factoriser P = 3X3 + 24
Résolvons 32% + 24 = 0
On a 23 = —8 = 23¢™ = (26”/3)3

Ainsi (

~ -
26i7r/3>
__ ,i2km/3 . ; _ i(2k+1)7/3
S = e , k € ]0;2], soit z = 2¢*
On a trouvé trois racines d2istinctes de P.

On en conclue que P = 3 H(X — 2@1(2“1)”/3)_
i=0

Donc

4.2.2 Factorisation d’un polynéme de degré 2 a coefficient dans C

On utilise les méthode de la Fiche 1 : section 2.4, en résolvant P(z) =0

Exemple 22 Factoriser P =iX? + (1 — 5)X + 6i — 2

Résolvons i2? 4+ (1 — 5i)z +6i —2 =0

Le discriminent est A = (1 — 5i)? — 4i(6i — 2) = —2i = 22 = §?
On pose § = V2e T =1-—1i.

Les racines sont 2 et 3 + 1.

Ainsi P =i(X — 2)(X — (34 1)).
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4.3 Factorisation dans R
4.3.1 Méthode classique :
Un méthode simple est de factoriser dans C puis de développer les termes de la forme (X —

a)(X —@) = X? — 2Re(a) X + |af?.
Cette méthode n’est stirement pas la plus efficase.

Exemple 23 Factoriser X* 4+ X2 + 1

Pour Y = X2, on obtient le polynéme Y2 +Y + 1 de racine e27/3 et /3

Donc X4 —I—X2 +1= (X2 _ 621‘77/3)()(2 _ €4i7r/3) _ (X _ eiw/?))(X + 6i7r/3)(X _ e2i7r/3)(X + €2i7r/3)
Comme le polyndme est & coefficients réelles, on a X% 4+ X2 +1 = (X — €/3)(X — eim/3)(X +
6i7r/3)(X + 6i7r/3)

Donc X* + X?+1=(X?—-2cos fX + 1)(X*+2cos fX +1) = (X’ - X+ 1)(X* + X +1).

4.3.2 Cas particulier X* 4+ pX?+gavec A =p> —4¢<0:
Dans ce cas, on X* 4 ¢ sous la forme (X? + ,/q)* — 2,/gX>
On obtient alors le polynoéme (X? 4+ ,/q)* — (2,/q — p)X? et on reconnait a® — b*.

Exemple 24 X* 4+ X?+1=(X*4+1)+ X?=((X?+1)? -2XH) + X? = (X2 +1) - X? =
(X2 - X+ 1D)(X?2+ X +1).

4.3.3 Polyndémes symétriques de degré paire : P = a5, X?"+---+ag tel que as,_ = ay,

On pose Y = X + %, on factorise P par X™ puis on écrit le quotient a 'aide de Y.
On factorise le polynéme en Y, et on distribue les X de X™ sur les facteurs en Y (1 par facteur),
XY =X?+4+1

Exemple 25 P = X0+ X*+ X?+1=X3(X3+ X+ £+ ) Or Y3 = X3+ 5 +3(X + )
Donc P = X3(Y? —3Y +Y) = X3(Y? - 2Y) = X3V(Y — V2)(Y +V2) = (XY)(XY —
V2X) (XY +2X) = (X2 4+ 1)(X2 - V2X + 1) (X2 +V2X + 1)

5 Montrer qu’un polynoéme est nul

Pour montrer qu'un polynéme de degré n est nul, on peut
1. Soit montrer qu’il admet n + 1 racines distinctes.

2. Soit montrer qu’il a une infinité de racines.

Remarque 15 On peut utiliser cette propriété pour justifier I'unicité de polynéme en consi-
dérant la différence des polynomes.
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Exemple 26 Montrer qu’il existe un unique polyndéme Ps tel que Vx € R, Ps(cos(X)) =
cos(bx)

« Pour lexistence : on a cos(5x) = Re(e™?)
5

. , >

Or % = (")® = (cosz +isinz)® = ( ) isinz)” cos®F
(e = ( =3 () s
Ainsi cos(5z) = (0) cos® 2— (3) sin® x cos® 2+ (}) sin*(z) cos z = cos® z—10(1—cos? z) cos® z+
5(1 — cos? z)? cos
On peut poser P5s = X — 10(1 — X?)X + 5(1 — X?)2X
 Pour 'unicité : soit  un polynéme tel que VY € R, Q(cos(z)) = cos(5x)

On a Ya € [—1;1], Posons = = arccos(«).
Q(a) = cos(bx) = Ps(w)
Donc (@ — P5)(a) =0
) — Ps admet une infinité de racines.
On en conclue que Q) — P; = 0, soit () = Ps.

6 Décomposition d’une fraction rationnelle

P
Méthode 3 Soit @ une fraction rationnelle a coefficients dans R (c’est-da-dire que P et Q

sont deux polynomes d coefficients dans R, avec Q) #0).

La décomposition en produit de facteurs irréductibles du dénominateur () s’écrit :
AMX —ag)? (X = ap)P (XP 401X + )™ (X2 + b X + ) (4)

ot
* les a; et A sont des réels
* les p; et q; sont des entiers strictements positifs,
* les b;, c; sont des réels tels que b? —4c¢; < 0 (c-a-d que Uon ne peut pas factoriser plus
dans R.

Cette fraction 5 peut alors s’écrire, de maniére unique sous la forme d’une somme :

P
e d’un polynome E, qui s’appelle la partie entiére de é (c’est le quotient de la division
euclidienne de P par @),

e de fractions de la forme ,avee 1 < r < p; et d;, des constantes réelles.

(X — CLi)T
Ces fractions s’appellent des éléments simples de premiére espéce,
ejsX + fjs

e de fractions de la forme ,
f f (X2+ij+Cj)S

avec 1 < 5 < g et ejs et fjs des constantes

réelles.

Ces fractions s’appellent des éléments simples de seconde espéce.
1l reste a déterminer les constantes. Les différentes méthodes sont l'identification, la multiplica-
tion par un facteur et remplacert par un racine du facteur, les équivalents, le choix de certaines
valeurs de X, la parité, ...
A wvous de choisir la plus efficase.
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Remarque 16 e Pour se rappeller le nombre de variables a introduire, vous en avez
autant que le degré de Q.
o En pratique, @) est simplement scindé a racines simples, c¢’est-a-dire

Q=(X—-a1)...(X —a,)avec g < ag < ... < ay

3] + + Qn,
X — (0751 o X — Ay
Et pour calculer aq, on multiplie par X — a4 'expression pour avoir

P
On a alors — = F +

,CLZ'GR

P
(X —a)... (X —ay)

Qn,
=A1+ (X —) (E+...+X_an)

Et pour X = a4, on trouve la valeur de a;

X2 —-X+1

X2(X2 4 1)

Comme deg(X? — X + 1) < deg(X?(X? + 1)?), la partie enticre E est nulle.

X2—-X+1 a b X +d eX+f

XX X X Xl (X g1y

X2 -X+1 cX+d eX+f
L AX+b+X?
xX2yip et (X2+1 (X2+1)2>

Exemple 27 Décomposer :

Il existe donc a, b, c,d, e et f des réels tels que

« Pour b : on multiplie par X2 et pour X — 0:

Et ainsi 1 = b
o Pour e et f: on multiplie par (X2 +1)? et pour X — i :

X?-X+1 a b
T = (X DX D) X (X4 1) <Y+ﬁ)

—1i
Alors—lzei—l—f,e:letfzo
e Pour a,c et d, il faut trois équations :

1 1 1
— On peut prendre X =1, et on a : 1= a+b—i—§(c—|—d)+1(e+f) & 2a+c+d= -2

— On peut prendre X = —1, et on a :
3 1 1
—:—a+b—|—§(—c+d)+—(—e+f)<z>—2a—c+d=0

4 4
X2—-X+1 1

— On peut faire un équivalent en +00, et on a ——— ~ — et

a b cX+d eX + f a c 1
XXt ey xx e ?)
Ainsia+c=0
2a+c+d=-2 d=—1
On obtient le systeme ¢ —2a —c+d=0 <& qa=-1
a+c=0 c=1
X?2-X+1 -1 1 X -1 X

Donc +

XX+ X X X1 ()
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Septieme partie
Outils N°7 : Récurrence

1 Ordre d’une relation de récurrence

Définition 9 Soit p un entier naturel non nul.
Soit g, une application de D C RP d valeur dans R.
On appelle relation de récurrence d’ordre p d’une suite (u,) la formule :

Vn € N tnip = gn(Un, - oy Upsp—1)

Pour déterminer 'ordre d’une relation de récurrence, il faut trouver 'indice le plus petit ng et
Iindice le plus grand n;. L’odre est simplement n — 1 — ny.

2 Reécurrence classique

Proposition 3 Soit ng un entier positif. Supposons que P,, est vraie. Si¥n = ngy, P, est vraie
implique Ppiq alors Yn = ng la propriété P, est vraie.

Le principe de récurrence est principalement une méthode de rédaction.

Etape 1 : Ecrire une initialisation, il faut tester la formule a démontrer pour la premiere valeur de
n.

Etape 2 : Ecrire ’hérédité, il faut supposer la formule pour un n donné.
Le but sera de montrer la formule au rang n + 1.

Pour cela, on écrit une relation de récurrence (sur la partie de gauche en générale). Apres
on applique la formule que I'on a supposée.

Si vous n’obtenez pas tout de suite la formule du rang n + 1, il sera nécessaire de faire la
différence entre ce que vous avez trouvé et ce que vous voulez avoir et de calculer le signe.

Etape 3 : Conclure la récurrence.

Exemple 28 On veut montrer que Vn > 3, n! > 2 x 372
Initialisation : Pour n = 3,

3l=6et2x3%2=6.

Donc 3! > 2 x 3372

Hérédité : Supposons que n! > 2 x 3”2 pour n donné.

Montrons que (n + 1)! > 2 x 3(+1)=2,

Ona (n+1)!=(n+1)n!

Or n! > 2 x 372

Donc (n+1)! > (n+1)2 x 3772

Considérons (n 4+ 1)2 x 3772 =2 x 302 = 2 x 3" 2(n + 1 - 3) =2 x 3" 2(n — 2) > 0 car
n = 3.

Donc (n+1)! = (n+1)2 x 3772 > 2 x 3(n+1)-2

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, Vn > 3, n! > 2 x 372
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3 Récurrence d’ordre p

La méthode est la méme que la récurrence simple. Mais au lieu de démontrer la formule au
rang n, vous devez démontrer que le systéme des formules du rang n au rang n + p — 1.

Par conséquent, lors de l'initialisation, vous avez p formules a tester.

Et pour I’hérédité, on suppose le systéeme des formules du rang n au rang n +p — 1 et on
démontre le systeme du rang n + 1 au rang n + p.

Bien sfir, les formules du rang n + 1 a n + p — 1, sont déja démontrées par le "supposons'. Et
il reste a montrer la formule au rang n + p.

Exemple 29 On considére (u,,) définie par {uo =0ur=1Lu =2

Up+3 = BUny2 — 3Upt1 + Uy
Montrer que u, =n, Vn >0
Montrons par récurrence que Vn = 0, u, =n,u,r1 =n+ 1 et uy0o =n+ 2
Initialisation : Pour n = 0,
u0:0,u1:16tu2:2
Hérédité :Supposons que u, = n,u,+1 =n+ 1 et w10 =n + 2 pour un n fixé.
Montrons que up,+1 =n+ L, upo =n+2et upr3=n+3
La relation est vraie pour u, 1 et t, o
Unys =3(n+2)—3(n+1)+n=n+3
Conclusion : d’apres le principe de récurrence, pour tout n > 0, u, = n,u,.1 = n+ 1 et
Upyo =N + 2.
Donc Vn >0, u, =n

4 Récurrence forte

On effectue une récurrence forte si la relation de récurrence est d’ordre n. Mais la méthode est
la méme que la récurrence simple. La seule chose qui change est a I’hérédité.
Cette fois si on suppose que toutes les formules de rang £ < n et on démontre le rang n + 1.

Exemple 30 Soit (z))r>1 une suite de RY.

2
n n

On suppose que pour tout entier n > 1, on a I'égalité Z o (Z xk) .
k=1 k=1

Montrer que pour tout entier n > 1, on a x,, = n.
Initialisation : Pour n =1

1 1 2
On a sz = <Zxk) .
k=1 k=1
Donc z3 = 2%, or z; > 0
Donc z; =1
Hérédité : Supposons que Vk < n,u, = k, pour un n donné.
Montrons que u,+1 =n + 1.

n+1 n+1 2
On a E Ty = E x| -
k=1 k=1
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n

3 3

Donc x| + E xy,
k=1

OrVk <n,z, =k

n n 2
Ainsi 22, + Z k= (mn+1 + Z k)
k=1

k=1

3 2
Tpp1 = Ty +0(n+ 1)angy

Tpt1 (Th41 — Tnpr —n(n+1)) =0
Tnt1 (Tn1 — (0 + 1)) (Tps1 + 1) =
Donc x,.1 — (n+1) =0.

I
/N
&

3

t
+

M-

8

ol

~__—
(3]

0,or z,41 >0

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, on a x,, = n.
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Huitiéeme partie

Algebre N°1 : Ensemble

1 Les définitions a connaitre par coeur

fl(l') =0 fl(a) =0
ace A=cxeFEtq: 9
fg(l‘) = 0 fg(a) = 0

acA={reFtqIze€ Fx = f(2)} < Jz,a = f(2)

r€ANB<«=zxcAetxeB

r€EAUB<<=x€Aouzr € B

reF+F<=dyecFetze Ftqr=y+=2

r€ f(A) <= Jac A x= f(a)

r€fYA) = f(z) € A

x € Ker(f) < f(x)=0
r€Im(f) <= Ja€ E,x= f(a)
r€Ft <= vYycF (zly)=0
goh=f<=VzeE g(h(x)) = f(z)

ANBCACAUB

f est injective & Va, 2/ (f(z) = f(2') = x = 2')

f est surjective < Vy3zr tq y = f(x)

f est bijective < VyIlx tq y = f(x)

2 Les techniques de démonstration

2.1 En partant du début

Vous devez remplacer ce que vous avez (qui correspond presque tout le temps a la partie de
gauche des définitions de la section précédente), par la traduction ensembliste (la partie de

droite).

2.2 En partant de la fin

Vous avez le droit d’écrire ce que vous devez trouver a la fin pour ne pas perdre le fil de votre

démonstration.

Il y a certaine restriction, si vous voulez obtenir une partie de gauche des définitions de la
section précédente, vous devez avoir au dessus la partie de droite avec les changement suivant :
o "dy € E" doit étre remplacé par "Pour y = ...," avec au lieu des . .. une formule explicite

en fonction des variables précédentes.
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o 'Vy € E" doit étre remplacé par "Soit y € E." le plus t6t possible dans une démonstation,
c’est-a-dire juste apres les phrases introductives de votre démonstration (cf sections
suivantes).

e On ne peut pas remonter une union d’ensemble

3 Montrer que A C B

Pour faire cela, vous devez démarrer votre démonstration par "Soit x € A" et la finir par "Donc
x € B".

Exemple 31 Soit f une application tel que f(0) = 0, montrer que f~(0) C (f%)71(0).
1. Soit z € f71(0)
. Alors f(x) =0
. f(f(x)) = f(0) = 0.
4. Ona f*(z)=0
. Donc z € (f?)71(0)
Donc f~1(0) C (f*)~'(0).
Les numéros de 1. a 5. correspond a la démarche d’écriture et de recherche de la démonstration,

on écrit d’abord 1.(le début), puis 2.(ce qu'on veut obtenir), ensuite 3. et 4. (les traductions
ensemblistes) et 5. le lien entre 3. et 4.

ot W

[\

Exemple 32 Soit f une application de E dans E. Montrer que f2(E) C f(E).
. Soit x € f3(FE)
3. Alors Jy € E, f*(y) ==
5. f(f(y) ==
4. Pour z =f(y),on a f(z) ==z
2. Donc z € f(E)
Donc f%(E) C f(E).
Les numéros de 1. a 5. correspond a la démarche d’écriture et de recherche de la démonstration,
on écrit d’abord 1.(le début), puis 2.(ce qu'on veut obtenir), ensuite 3. et 4. (les traductions

ensemblistes) et 5. le lien entre 3. et 4.. Bien siir, la partie f(y) n’a pu étre écrite qu’apres avoir
trouvé le lien 5.

p—

4 Montrer que A= B

I1 suffit de montrer que A C B et B C A.

Exemple 33 Montrer que AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
« Montrons que AU(BNC)C (AUB)U(AUC)
Soit x € AU (BNC)

r€eA reBNC
or ACAUuBet ACc AUC r€Betxel
zrc€AUBetxc AUC orBCAUBet(CCAUC

reAUBetxz e AUC
Donc x € (AUB)N(AUC)
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« Montrons que (AUB)N(AUC) C AU (BNC)
Soit x € (AUB)N (AUC)
zeEAUBetxzce AUC
rE€Aetx €A r€AetxecC rE€Betxe A

or ACAU(BNCQC) or ACAU(BNCQC) or ACAU(BNCQC)
doncz € AU(BNC) | doncx e AU(BNC) | doncz e AU(BNC)

Donc x € AU(BNC)

5 Montrer A = B

La démonstration commence par : "Supposons A et montrons B".
Puis faire les techniques précédentes.

Exemple 34 Montrer AUB=B= ACB.
Supposons que AU B = B et montrons que A C B
Soit z € A

Ona AC AUB

Ainsiz € AUB=B

Donc z € B

6 Montrer A & B

I1 suffit de montrer que A = B et B = A.

re€Betxel
reBNC

or BNC C AU(BNC)
doncz € AU(BNC)



1 Les Formes classiques 37

Neuvieme partie

Algebre N°2 : Espace Vectoriel

1 Les Formes classiques

1.1 trois formes

Il existe plusieurs fagon de définir des ensembles. Les deux formes les plus usuelles sont la forme
conditionnelle et la forme paramétrique.

Définition sous forme
conditionnelle

F={xe€e E|P(x)=0Q(x)}

1. Que signifie ou que dire

Définition par une
Définition sous forme famille

paramétrique

G={rxe€FElr=PM\,\el}

H =Vect({zy,...,xn}

sireF? L Que signifie ou que dire 1. Que signifie ou que dire
Soit € F, SSI'xtEG?G sixe H?
v vérifie P(z) = Q(x) 1e xsti e T tel que ot v et
il exi qu o .
2. Comment montrer que = P(\) il existe A € K tel que
2 : T =M1+ ... \Tp.
x €l
. 2. Comment montrer que
Si x € E, calculer req? 2. Comment montrer que
P(z) - Q(z) Si x € E, déterminer reH?

et trouver 0.

une expression A € [ a
I’aide de x
tel que x = P(\) .

Six € F, déterminer les
A € K a laide de x tel

que £ = A1+ ...\, Ty

est une forme conditionnelle sur

x
Exemple 35 I}, = y | € R3 tel que {;+y ‘

> r—z =

r+y—z =0

x
les vecteurs de R? que I’on écrit de la forme | 3 | dont la condition est le systéme {2 0
T —z =

z
Fy, = {f € C*(R) tel que f'(x +1) = f(z)Vx € R} est une forme conditionnelle sur les fonc-
tions C' sur R qui s’écrivent f dont la condition est I'équation f'(x + 1) = f(x) pour tout

r + 2y
G, = y—1x | €R3tel que z,y,2 € R » est une forme paramétrique sur les vecteurs de
z2+y
T+ 2y
R? que l'on écrit de la forme | y —
z+y

Gy = {aX?® + (a — b)X + b € R3[X] tel que a,b € R} est une forme paramétrique sur les poly-
nomes qui s’écrivent P que P'on écrira toujours aX?® + (a — b)X + b avec a et b dans R.
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1.2 Passer d’une forme conditionnelle a une forme paramétrique un
ensemble F

Méthode 4

Etape 1 : Prendre un élément générique de votre espace vectoriel E définie a ['aide de paramétres
réels et indiquer qu’il appartient a votre ensemble F :

T
e ST E=R" prendre | : | avec x; € R
T
x
Par exemple pour R3, on écrit : "Soit |y | € F".
z

e Si E=R,[X], prendre ag + a1 X + - - - + a, X" avec a; € R
Par exemple pour R3[X], on écrit : "Soit aX?® +bX?*+cX +d e F, a,b,c et d € R.

a1y - a1y
e Si E=M,,(R, prendre
Uy - Gny
a b c
Par exemple pour M3(R), on écrit : "Soit |d e f| e€F’
g h i

e Si E=Vect(uy,...,uy,), prendre ajuj + -+ - + apu,, a; € R
Par exemple pour Vect(cos,sin), on écrit : "Soit x — acos(z) + bsin(x) € F, avec
a,beR
Etape 2 : Transformer vos conditions en un systéme de condition.
e Si E=R" c’est déja le cas.
e Si E=M,,(R, faire le calcul matriciel et créer un systéme en identifiant coefficients
par coefficients

e Si E est une espace de fonctions du type x — f(x), injecter votre forme générique
dans la condition.

Pour trouver des équations, choisir de valeur pour x, voire des limites. Vous pouvez
ausst dériver et reprendre d’autres valeurs
e Si E =R,[X], injecter votre forme générique dans les conditions.

Regrouper en X* et identifier coefficients par coefficients. Vousp pouvez aussi utiliser
les techniques des fonctions.

Etape 3 : Résoudre le systéme des équations caractéristiques par un pivot de Gauss.

St vous n'avez qu’une équation, passer a l’étape suivante.
Etape 4 : Déterminer les variables principales et les écrire a l'aide des autres variables.

Etape 5 : Dans l’expression choisie dans [’étape 1, on remplace les variables principales par les
résultats obtenus dans [’étape 4.

Etape 6 : La forme paramétrique est simplement ’ensemble des expressions de l’étape 5.

Exemple 36 Pour F' = {P € R3[X]||P(1) = P(2) et P'(1) =0}
Soit P=aX?+b0X?+cX+deF
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P(1)=P2) = a+b+c+d=8a+4b+2c+d
P(1)=0=3a+2b+c=0

b d=8a+4b+2c+d
On obtient le systeme (S):{a—i- +c+ a+4b+ 2c +

3a+2b+c=0
() & c+3b+7a=0 o c+2b+3a=0 - c=bha
c+2b+3a=0 b+4a =0 b= —4a

Donc P = aX? + (—4a)X? + (5a)X +d
F ={aX?—4aX?+5aX +d € R3[X],a,d € R}.

1.3 Passer d’une forme paramétrique a une forme conditionnelle
pour F

Méthode 5

Etape 1 : Prendre un élément générique de votre espace vectoriel E définie a l'aide de parameétres
réels et indiquer qu’il appartient a votre ensemble F' :

I
e S1 E=R" prendre | : | avec x; € R
Ty,
x
Par exemple pour R3, on écrit : "Soit |y | € F".
z

e Si E=R,[X], prendre ag + a1 X + - - - + a, X" avec a; € R
Par exemple pour R3[X], on écrit : "Soit aX?® +bX?*+cX +d € F, a,b,c et d € R.

ary - a1y
e Si E=M,,(R, prendre
Ung - Ony
a b c
Par exemple pour M3(R), on écrit : "Soit |d e f| €F'
g h 1

e Si E=Vect(uy,...,uy,), prendre ajuy + - - - + apuy,, a; € R
Par exemple pour Vect(cos,sin), on écrit : "Soit x — acos(x) + bsin(z) € F, avec
a,beR

FEtape 2 : Ecrire cet élément générique a l'aide des parameétres de F (si nécessaire utiliser une
forme générique pour les paramétres de F') et identifier les paramétres auz paramétres de
la forme générique de [’étape 1.

Etape 3 : Résoudre le systéme des équations en prenant comme inconnues les parameétres de la forme
paramétrique par un pivot de Gauss.

Etape 4 : Déterminer les équations de compatibilité.

Etape 5 : Les conditions de la forme conditionnelle sont simplement les équations de [’étape 4.

Cette méthode est surtout utilisé sur R™ car on obtient juste les équations d’une forme générique.
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a+ 2b
Exemple 37 F = b+c €R3a,b,ceR
a+3b+c
x
Soit |y | € F
z
a+2b x
Il existe a, b, c € R tels que b+c = |y
a+3b+c z
On obtient le systeme
a+2b=ux a+2b =x
b+c=y & b+c =y
a+3b+c==z 0 =z—x—y
x
Donc F = y| eR3z—2—y=0
z

1.4 Ecrire un Vect sous forme paramétrique

On utilise juste la définition

Définition 10 Soit F' = Vect(uy,...,uy,)
Alors F = {ajuy + - - - + apuy,, a; € R}

1.5 Ecrire une forme parametrique en Vect

Méthode 6

Etape 1 : Donner la forme paramétrique de F'.

Etape 2 : Si les parameétres ne sont pas des réels, prendre leur forme générique
e Pour R,[X], prendre ag + a1 X + - - - + a, X" avec a; € R
aiq - any
e Pour M, ,(R, prendre
Un1 o Gy
Et remplacer dans la forme paramétrique.
Etape 3 : Regrouper par parametre

Etape 4 : Le coefficient devant chaque parameétre donne un élément dans le Vect.

Etape 5 : La famille génératrice est l’intérieur du Vect.

Exemple 38 F'={(X —1)P' — P, P € Ry[X]}.

Posons P = aX? +bX +c,

(X —1)P' —P=(X—-1)(2aX +b) — (aX?+bX +¢) = a(X? —2X) +b(—1) + ¢(-1)
Ainsi F = {a(X? = 2X) +b(—1) + ¢(—1),a,b,c € R} = Vect(X? — X, —1,-1)
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2 Sous espace Vectoriel

2.1 Montrer qu’une forme conditionnelle est un espace vectoriel (ou
un sous-espace vectorielle)

Revenir a la définition du sous-espace vectoriel :

Définition 11 F est un sous espace vectoriel de E si et seulement si
(i) 0 € F

(i) Pour tout XY e F, X +Y € F

(iit) Pour tout \ € R, X € F, AX € F.

Pour le faire, on introduit les éléments X, Y et A puis on vérifie les conditions sur X +Y et sur

AX.
Exemple 39 Pour F = {f € C}(R)|Vx € R, f'(z) = f(x)}

Ona F={feC(R)Vz eR, f(x)— f(x) =0}

(i) Soit Og : z — 0
Pour tout x € R Og(z) + Ogr(z) =0+0=0
Donc Ogr € F
(ii)) Pour tout fi, fo € F', A € R, vérifions que 1'élément \f; + fo est dans F’

Vo € R,

A1+ ) () = (A4 L)) = M) + fo(x) = Mi(z) — fa(z)
= M(fi(x) = fi(@) + (fo(z) + fo(x))

. S .

=0 car fLEeF =0 car fo€F

= A0+0=0

Donc \f) + fo € F

Donc F' est un espace vectoriel.

Remarque 17 Si on peut directement écrire F' sous la forme d’un Vect (voir sec-
tion 1.5), alors il est inutile de passer par la définition. On a aussit6t un sous espace
vectoriel.

2.2 Montrer qu’une forme paramétrique est un sous espace vecto-
rielle

Il suffit de déterminer une famille génératrice de I’espace vectorielle (voir section 1.5).
En effet, si F' = Vect(uy,...,u,) alors c’est aussitdt un sous espace vectorielle

2.3 Déterminer une famille génératrice

On écrit en forme de Vect (voir section 1.5).
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3 Les bases canoniques

Les bases canoniques sont a connaitre par coeur comme leur dimension.

0
0
R” : La base canonique est e;,...,e, ot e; = | 1 | avec le 1 & la i®™° ligne.
0
0
dim(R") = dim(M,,1(R)) = n.
M, ,(R) : La base canonique est e11,...,€;j,...,€p, OU

0O ... 0 ... 0
ei; =10 ... 1 0
0O ... 0 ... 0

avec le 1 & la ™€ ligne et j°™ colonne.
dim(M,,,(R)) =n x p.

R, |X ] : La base canonique est 1, X, X2 ... X"
dim(R,[X]) =n+ 1.

4 Passer d’un Vect a une base

4.1 Par la liberté et ’extraction si nécessaire

Soit F' = Vect(uy,...,up)

On introduit des réels \; et on écrit Adyus+. .. \pu, = 0 sous la forme d’un systeme (en regardant
les coefficients pour les vecteurs ou les matrices ou en regroupant par X* pour les polynomes).
On résout ensuite le systeme pour déterminer les variables principales et secondaires.

La base est formée des éléments correspondant aux variables principales au départ et éliminer
celles qui viennent des variables secondaires.

Remarque 18 Si vous allez au bout du systéme en exprimant les variables principales en
fonction des secondaires et en les remplagant dans Aju; + ... A\pu, =0
En regroupant par variable secondaire, on obtient les relations entre les vecteurs.

Exemple 40 F = Vect((1,0,1),(2,1,3),(0,1,1)).
Soit A1, Ao, A3 des réels tels que A;(1,0,1) + \a(2,1,3) + A3(0,1,1) = 0.
On obtient le systeme

AM+2X =0

/\1+3)\2—|—/\3:0

La famille n’est pas libre. Ay est une variable secondaire, la base extraite de cette famille est

{(1,0,1),(0,1,1)}.

Al +2X =0 {
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4.2 Par famille échelonnée

4.3 Par le pivot de Gauss sur les colonnes

On effectue un pivot de Gauss sur les vecteurs du Vect jusqu’a obtenir une famille échelonnée.
Il reste a conclure que la famille échelonnée est libre et donc c’est une base du Vect.

Exemple 41 Soit F' = Vect((1,0,1),(2,1,3),(0,1,1)).

F = Vect((1,0,1),(2,1,3),(0,1,1
= Vect((1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)) = Vect((1,0,1), (0,1,1))

—
I
<
@
Q
IS8
\.P—‘
—
\.O
\.P—‘
—
~—
—
\.O
—_
-y
~—

La famille ((1,0,1),(0,1,1)) est échelonnée donc libre.
De plus elle est génératrice.
Donc ((1,0,1),(0,1,1)) est une base de F

Remarque 19 Pour cette méthode, vous devez absolument conserver le Vect lors des calculs.
Sinon, I'expression est fausse

5 Déterminer la dimension d’un espace vectoriel F

La dimension est le nombre d’éléments de la base. Par conséquent, il suffit de déterminer une
base. Pour cela, vous devez absolument utiliser la méthode de la section 4 apres avoir obtenu
le Vect.

6 Déterminer les coordonnées d’un point dans une base

Soit F' = Vect(uy,...,u,) et un élément de F, disons v

On introduit des réels A; et on écrit \ju; + ... Ayu, = v sous la forme dun systéme.

On résout ensuite le systeme pour déterminer les valeur des \;. Les coordonnées de v dans la
base uy, ..., u, sont (Ag, ..., Ap).

Exemple 42 F' = Vect((1,0,1),(2,1,3)) et v = (0,1, 1)).
Soit A1, Ag des réels tels que A;(1,0,1) + Xy(2,1,3) = (0,1, 1).
On obtient le systeme

A1 +2X =0 A o=—1
Ao =1 =4 A =1
A +3=1 0 =0

Les coordonnées de v dans ((1,0,1),(2,1,3)) sont (—1,1).

7 Déterminer la matrice de passage entre bases

Soit By = (e1,...,€e,) et By = (f1,..., fn) deux bases d'un espace vectoriel F
Pour déterminer la matrice de passage de By a By, on cherche les coordonnées des éléments de
la base d’arrivée (ici By) dans la base de départ (B;).
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n ay
‘ieme

Ainsi on peut écrire f; = E a; je; et le vecteur coordonnées : correspond a la j

= U, j

colonne de la matrice de passage.

Exemple 43 Pour B = {X? (X — 1) (X — 2)?} une base de Ry[X], cherchons la matrice de
passage de la base canonique a B.

On a:
0
X?2=0x1+0xX+1x X?apour coordonnées | 0 | dals la base canonique.
1
1
(X —1)>=1x1+(-2) x X +1 x X? a pour coordonnées | —2 | dals la base canonique.
1
4
(X —2)2=4x1+(—4) x X +1 x X? a pour coordonnées [ —4 | dals la base canonique.
1
0 1 4
La matrice de passage est P= |0 —2 —4
1 1 1

Remarque 20 Si P est la matrice de passage de B; a Bs, alors P est inversible et P! est la
matrice de passage de By a B.

8 Montrer qu’une famille F est une base de R", R,|X] ou

M, (R)

8.1 Meéthode classique

La méthode est en deux étapes :
o Faire la liberté de la famille F.
o Comparer le cardinal de F a la dimension de I'espace vectoriel classique.

Exemple 44 Pour montrer que B = {X? (X — 1)?, (X — 2)?} est une base de Ry[X]
Soit a, b, ¢ des réels tels que aX? +b(X — 1)* +¢(X —2)* =0
En développant, on a (b+4c) + (=2)(b+2c)X + (a + b+ ¢)X* = 0.

a+b+c=0
On obtient le systeme < b+ 4c =0 Sa=b=c=0
b+2c=0

Donc B est une famille libre.
C’est une famille libre de 3 éléments dans Ry[X| de dimension 3. Donc B est une base de Ry[X].

8.2 Par la matrice de passage

Considérer P la matrice des coordonnées des vecteurs par rapport a la base canonique. Il reste
a vérifier que det(P) # 0 pour conclure que P est une matrice de passage.
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Exemple 45 Pour montrer que B = {X? (X — 1)?, (X — 2)?} est une base de Ry[X]

0 1 4
La matrice des coordonnées de B dans la base canonique est P = [0 —2 —4
11 1
0 1 4 1 4
det(P) =10 —2 —4|=+1x =4+#0
1 1 1 -2

Donc P est une matrice de passage entre deux bases. Et par conséquent, B est une base de

R,[X].

9 Opération sur les sous-espaces vectoriels

9.1 Intersection

Pour faire I'intersection de deux sous espaces vectoriels, il y a deux cas :
o Vous avez deux formes conditionnelles, vous regrouper les conditions ensembles en ap-
pelant de maniere identique 1’élément de E.
Exemple 46 F = {f € C'(R|f' + f =0} et G = {g € C*(R|g(0) = 0}
fr4f=0
f(0)=0
e Vous avez une forme paramétrique et une forme conditionnelle, vous parter avec un
élément de la forme paramétrique et vous l'injecter dans la condition.

Alors FNG = {fECl(R]

a+b x
Exemple 47 F = b+c||a,b,ceR et G = ylle+2y—2=0
a+c z
a+b
Alors FNG = b+c|lla+d)+20b+c)—(a+c¢)=0
a+c

Si vous n’avez pas ces formes, utilisez la section 1. pour se mettre dans ce cas.

9.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Pour faire la somme de deux sous-espaces vectoriels, il suffit d'utiliser la proposition suivante :

Proposition 4 Si F' = Vect(uy,...,u,) et G = Vect(vy,...,vp,)
alors F + G = Vect(uy, ..., Up,V1,...,0p)

Si vous n’avez pas une famille génératrice de F' et G utiliser la section 1.5.
9.3 Supplémentaire de R", R, [X] ou M, ,(R)
On se ramene a la définition des supplémentaires :

Définition 12 Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de E. F' et G sont des supplémentaires
de E (F® G =F siet seulement si FNG = {0} et F+G =FE.
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Vous devez donc chercher une famille génératrice de FNG et une base de F' + G (se référer aux
sections précédentes). Pour montrer qu’ils sont supplémentaire, il ne doit ni avoir de famille
génératrice pour F'NG et avoir dim(F + G) = dim(FE)

Avec les dimensions de F et (G, on peut se limiter a I'un des systeme de la proposition suivante.

Proposition 5 On a les équivalences :
Fol — B o EF‘I G = {0} | o F.ﬂ G= {O} | dlm(F) + dzm(G) = dim(F)
dim(F + G) = dim(E) dim(F) + dim(G) = dim(E) dim(F + G) = dim(E)

9.4 Supplémentaire dans d’autre espace que R",R,[X] ou M, ,(R)

Pour certains sous espaces vectoriels, il est impossible de trouver une famille génératrice. Il est
alors nécessaire d’effectuer une méthode d’analyse-symthese. Cette méthode peut étre consi-
déré comme difficile a appréhender. En effet, vous devez partir de la solution pour trouver la
solution...

Pour cela, vous devez utiliser la proposition suivante :

Proposition 6 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels dans un espace vectoriel E. Alors

E=FoGeNVreFE N y,2) e FxG:x=y+z]

La démonstration se fait en deux temps.

1. L’analyse : Vous supposez le résultat et a l'aide des formes conditionnelles ou paramé-
triques des ensembles, vous exprimez les inconnues a l’aide de la premiere variable.

2. La synthese : Vous posez les valeurs trouver pour les inconnues. Vous devez ensuite vérifier
que chaque formule appartient au bon ensemble et que toutes les formules répondent a
la question.

11 est difficile de détailler plus cette méthode. Mais si vous pouvez écrire un des deux sous-espaces
vectoriels sous forme paramétrique, faites-le, cela simplifie la méthode en cherchant d’abord les
parametres de la forme paramétrique grace aux conditions de la forme conditionnelle.

Je vais & travers un exemple précis commenter (en gras) ce que vous devez faire.

1
Exemple 48 Soit F' = {f € C(R) tq / f(t)dt =0} et G = {f € C(R) tq f est constante}.
0

Montrons que F' @& G = C(R).
Pour démontrer cela, il faut choisir une fonction f et trouver une unique fonction
constante g et une unique fonction d’intégrale nulle sur [0;1] h telles que f =g+ h
« Analyse : Soit f € C(R). Votre départ
Soient g € F' et h € G telles que f = g+ h Ce que vous étes censé démontrer
c’est-a-dire pour tout x € R, f(x) = g(z) + h(x)(x).
Pour pouvoir continuer, il faut traduire le condition des ensembles I’ et G.

Si vous avez la possibilité de choisir une forme paramétrique, faites-le.
1

g € F, alors / g(t)dt =0

0
h € G, alors il existe a € R, tel que Vx € R, h(z) =a
On applique les conditions et les formes paramétriques a (*)
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/lf(t)dtz/1 (t)+a)dt:/01 (t)dt—i—a[t](l):a

On obtient h(z fo t)dt et g(x fo
Ces expressmns sont uniques.
On a trouvé des formules explicites et unique pour g et h. La partie "Analyse"
est donc terminé.

o Synthese : Soit f € C(R).
Posons pour tout = € R, g( fo t)dt et h(x fo
On repart de la premiere llgne de l’analyse et on ecrlt les formules trouvées
dans I’analyse. Il nous reste plus qu’a vérifier la deuxieme ligne de ’analyse
a savoir les trois points suivants : ge F, he Get g+ h="f
— h est contante donc h € G.

— / dx—/ol(f(a:) —/Olf(t)dt)dx:/Olf(a:)das—/olf(t)dt/(]l 1da = O,

donc g € F.

79()+h( fo dt+fo :f(:)?)
Donc F & G =C(R )
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Dixiéme partie

Algebre N3 : Algebre linéaire

1 Montrer que f est une application linéaire

On revient a la définition :

Définition 13 Soit f une application de E dans F, deux espaces vectoriels.
f est une application linéaire si et seulement si

(i) f(0)=0
(it) Pour tout X,Y € E, f(X+Y) = f(X)+ f(Y)
(117) Pour tout A e R, X € F, f(AX) = Af(X).

Pour le faire, on introduit les éléments X, Y et A puis on vérifie les conditions sur X +Y et sur
AX.

Exemple 49 Soit f 'application qui a M associe AM + M A.
(i) f(0)=A0+0A=0
(ii) Pour tout M;, My € E, calculons I'image de I’élément M + M.
f(My + M) = A(My + M) + (My + M)A = (AM, + My A) + (AMy + My A) = f(My) + f(M,)

J J

g

/(M) =/(M2)
(iii) Pour tout M € F et A € R, calculons I'image de 'élément AM
FOAM) = AAM) + (AM)A = NAM + MA) = \f(M)
~————

=f(M)
Donc f est linéaire

Remarque 21 dans le cas d’application de R™ dans RP, on peut gagner du temps sur ’écriture
de la linéarité en identifiant R* & M (R et alors, on peut écrire f(X) = AX avec A une
matrice.

Exemple 50 Soit f l'application qui a (z,y, z) associe (x 4+ 2y — z,x + z).
Soit A = 1 g _11), en identifiant les éléments de R™ a des vecteurs colonnes,
ona f(X)=AX

Ainsi, pour tout X;, Xy € R", X\ € R,
F(XT+AXs) = A(X) + A Xo) = AX) + AAX, = f(X)) + A f(Xy).

f est linéaire

2 Montrer que f est un endomorphisme de F

Pour tout espace vectoriel autre que R,,[X], on peut conclure aussitdt aprs la linéarité et écrivant
Vee B, f(x) e E

Pour R, [X], il faut justifier qu'on ne dépasse pas le degré n soit par des considération sur le
degré, soit en calculant I'image de la base canonique.
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3 Donner la matrice de f dans une base

Pour trouver la matrice dans une base (u1, ..., u,), il faut le faire en plusieurs étapes :
Etape 1 : Calculer f(u;).
Etape 2 : Déterminer les coordonnées de f(u;) dans la base (uy, ..., u,)

Etape 3 : Les coordonnées forment la :°™¢ colonne de la matrice.

Exemple 51 Soit f : Ro[X] — Ry[X] telle que f(P) = (X —1)P' — P.
Donner la matrice de f dans la base canonique :
La base canonique de Ry[X] est 1, X, X?.
f(1)=-1=(-1)14+0X +0X? f(X)=-1=(-1).14+0X +0X?
et f(X?)=X?-2X=0.1+(-2)X +1X?
-1 -1 0
La matricede fest | O 0 =2
0 0 1

Remarque 22 Si vous ne connaissez que I'image d’une base. vous pouvez quand méme trouver
la matrice du morphisme. A partir de la matrice, vous pourrez calculer le noyau et 'image.

4 Déterminer le noyau de f

4.1 Par la définition

On revient a la définition du noyau : Ker(f) = {X € E tel que f(X) =0}
On obtient une forme conditionnelle que I'on transforme en famille génératrice par les méthodes
du chapitre "Espaces Vectoriels".

Exemple 52 Soit f : { MQ(IE) : QA]\Z@})MA avec A = G i)
) a b
Soit M = (c d

M e Ker(f) <= AM — MA=0
OYAM:<G+C b+d> etMA:(a+b a+b)

a+c b+d c+d c+d
a+c—(a+b) =0
b+d— b =0 =d
On obtient donc le systeme () : * (a+9) =
(a+c)—(c+d) =0 b =
b+d—(c+d) =0

DoncKer(f)z{(cci ccl) telquec,dER}zVect(((l) (1)),((1) é))

Les matrices <(é (1)) , (? é)) ne sont pas colinéaires. Elles forment une famille libre et

génératrice.

((é (1)) , <(1) é)) est une base de Ker(f).
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4.2 Par la matrice de f

On donne des coordonnées a tout élément X dans la base de la matrice (uy,...,u,) :

X:alul—l—...anun

aq
Puis on résout le systeme A | : | = 0 pour obtenir les valeurs des «; en fonction des variables
7%
secondaires.
On remplace ces valeurs dans ’expression de X précédente.
1 01
Exemple 53 Soit f ’endomorphisme de matrice | 0 0 1 | danslabase ((1,0,0),(2,3,4),(0,1,1)).
0 00
Soit X tel que X = a;(1,0,0) + a2(2,3,4) + a3(0,1,1).
(6%} o]+ o3 = 0
Calculons Al as | =0 < as =0 & { o1 =03
Qg = 0
Q3 0=0
D'ou X = —a3(1,0,0) + 30,1,1 =a3(—1,1,1).
Donc Ker(f) = {as(—1,1,1)} = Vect((—1,1,1)).

5 Déterminer I'image de f

5.1 Par la définition

On revient a la définition de I'image : Im(f) = {f(X) tel que X € E}
Ceci est une forme paramétrique, elle n’est pas forcement exploitable. Il peut étre nécessaire
d’écrire le X de maniere générique pour déterminer Im(f)

5.2 Par I’image d’une base

Si (e1,...,e,) est une base de E, Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en))
Attention : la famille (f(e1),..., f(e,)) est la plupart du temps une famille liée.

5.3 Par la matrice de f

Les vecteurs colonnes forment les coordonnées d’une famille génératrice de I'image. C’est a dire

que si A = (a;;) et (uy,...,u,) la base de la matrice,
Im(f) = Vect(z ap juj, ..., Z @ juj, ..., Z A jU5)
j=1 j=1 j=1
Il reste a extraire une base de cette famille génératrice par la méthode de la fiche 10.
1 01
Exemple 54 Soit f 'endomorphisme de matrice [ 0 0 1| danslabase (1, X —1,(X —1)?).
0 00
Alors Im(f) =Vect(1.14+0(X —1)+0(X —1)4014+0(X —1)+0(X — )% 1.1+ 1(X —1) +
0(X —1)?).

Donc Im(f) = Vect(1,0,X) = Vect(1, X).
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6 Injectivité, Surjectivité et bijectivité

6.1 Démontrer qu’un endomorphisme est injectif

Pour une application linéaire, il suffit de calculer ker(f)
f est injective si et seulement si ker(f) = {0}

6.2 Démontrer qu’un endomorphisme est surjectif

Pour une application linéaire, il suffit de calculer Im(f)
f € L(E,F) est surjective si et seulement si Im(f) = F

6.3 Démontrer qu’un endomorphisme est bijectif en dimention finie
6.3.1 A partir du noyau

Pour cela, il suffit de montrer que Kerf = {0} par le calcul du noyau. Et on conclure par la
rédaction suivante :

Rédaction 2 Kerf = {0} donc f est injective.

Or d’aprés le théoréme du rang dim(Imf) = dimE —dim(Kerf) = dimE et Im(f) C E. Donc
Im(f)=FE, [ est surjective.

On a finalement f bijective.

6.3.2 A partir de la matrice

Soit A une matrice de f dans une base quelconque.
f est bijective si et seulement si det(A) # 0.

6.4 Théoréme du rang

Le théoreme du rang est utiliser dans les sections 6.3.
Théoreme 1 Soit f une application linéaire de E dans F'. On a
dim(E) = dim(Imf) + dim(Kerf)

dim(Imf) est le rang de f et est noté rg(f).
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Onzieme partie

Algebre N°4 : Produit scalaire

1 Définitions et propriétés

1.1 Le produit scalaire

Pour montrer que I'on a un produit scalaire, on revient a la définition :

Définition 14 Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire, symétrique, définie,
positive, c’est-a-dire une application : E X E — R, (x,y) — (z|y) telle que :
(i) ¥(x1,x9, 1,92, 2,y) € E°,
VA ER, (Az1 +22ly) = Aa1|y) + (22]y) et (z[Ays +y2) = Az[y1) + (z[y2)
(bilinéarité, cad linéarité a gauche et a droite)
(ii) ¥(z,y) € E?, (zly) = (ylz) (symétric)
(i) Yo € E, (z|z) = 0 (positivité)
(iv) Vo € E, (z|x) =0= a2 =0 (définie)
Remarque 23 Souvent pour réduire la preuve d'un produit scalaire, on montre d’abord la

symétrie puis la linéarité & gauche et on conclue par :"Par symétrie, (.|.) est linéaire a droite
donc bilinaire.".

Exemple 55 Montrer que ® : (f,g) — / f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur C°([0; 1]; R)

o Symétrie : on a Vf, g € C°([0;1]; R), ®(f, g) / f(@) / g(t)f(t)dt = ®(g, )
o Bilinéarité :
Soit fi1, f2,9 € C°([0;1]; R) et A € R, )
S(Afi+fo, )—/0 (Afitf2)()g(t)dt = / ft) dH‘/O fo(t)g(t)dt = A®(f1, 9)+P(f2, 9)

® est linéaire a gauche.
ar symétrie, ® est linéaire a droite donc bilindire.

o Positivité : Soit f € CO([0;1];R), ®(f, f) = /l(f(t))zdt > 0 car f2(t) = 0 sur [0;1]
o Définie : Soit f € C°([0;1];R), ®(f, f) =0 ’
1

On a / (f(t)*dt =0
0
Or f? est continue et positive sur [0; 1]
Donc Vit € [0;1], f2(t) = 0 soit f(t) =0
® est définie.
Donc @ est un produit scalaire sur C°([0; 1]; R)

Remarque 24 Un espace vectoriel de dimension finie munie d’un produit scalaire est appelé
un espace euclidien.
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1.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

« V(x,y) € E% (2y)* < (z]x)(yly)-
o Cas dégalité : V(z,y) € E?, (z|ly)? = (z|r)(y|y) si et seulement si (z,y) est une famille
liée (x = Ay ou inversement, A € R.)

Remarque 25 Utilisation de Cauchy-Schwartz
o Elle permet de démontrer des inégalités triangulaires. Ce sera pratique pour le chapitre
sur les normes en PSI.
« Elle prouve que Cov(X,Y) < V(X)V(Y) pour donner des propriétés sur le coefficient
de corrélation linéaire.

o Elle permet de montrer des inégalités difficiles :

n 2 n
— (ZGZ) <n2a?avec (a|b):Zaibietb:(1,...,1)
i=1

i=1 i=1

([ o)

1.3 Les normes

2

< /0 P(t)*dt avec (P|Q) :/O PHQt) et Q=1

Pour montrer que I'on a une norme, on revient a la définition :

Définition 15 Une norme N sur E est une application de E dans R telle que :
(i) Ve € E, N(z) >0

(it) Ve € E, N(z) =0=2=0

(iii) Yx € E, A € R, N(Az) = |A\|N(z) (ne pas oublier les valeurs absolues)

(iv) ¥(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y)

Remarque 26 Si F est munie d'un produit scalaire (.|.). On définie une norme appelée norme
euclidienne sur E par N(z) =| z ||= +/(z|x) et une distance euclidienne d(z,y) =|| = — y ||

2 Orthogonalité, Orthonormalité

2.1 Définitions

Définition 16 (vecteurs orthogonaux, espaces orthogonaux, orthogonal d’un ensemble)
x ety sont orthogonauz ssi (x|ly) = 0. On note x L y.
e x est orthogonal a A ssiVa € A, (z|a) =0. On note v L A.
e Deuz sev de E, F et G, sont orthogonaux ssiVx € F,Vy € G, (z|y) = 0.
o Soit AC E : lorthogonal de A est 'ensemble A+ = {x € E,Va € A, (z|a) = 0}.

Définition 17 (famille orthogonale, famille orthonormale)
e Une famille (ey, ..., ep,) est orthogonale ssiVi,j € [1,p],i # 7, (eilej) = 0.
e Une famille (e, ..., ep,) est orthonormale (ou orthonormée) ssiVi, j € [1,p], (eile;) = &;;
(cad (e;le;) =1 sii=j, =0 sinon).
e Une base orthonormée est une famille orthonormée qui est une base.



2 Orthogonalité, Orthonormalité 54

2.2 Propriétés

Voic une liste de propriétés bien utiles :
« Pour tout sous espace vectoriel (sev) I de E euclidien, F'* est un supplémentaire de F
dans E, appelé supplémentaire orthogonal de F : F @ F+ = E.
e Si F' et GG sont deux sev de E euclidien,

(FYOY'=F(F+G)' =F LnG" et (FNG)" = F++ G~

Théoreme de Pythagore :
Soient z,y € E, v L y. On a

le+y =l ?+ 1y l* et [o—ylP=lz*+yl*.

e Une famille orthonormale est toujours libre.

o Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormée de E.

e Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E, la décomposition d’'un vecteur Z en com-
binaison linéaire des vecteurs de la base est :

n

f = Z(f|€k)6k

=1

(pas de systéme a résoudre pour déterminer les coordonnées!)
e Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F, le produit scalaire vérifie :

(zly) = Zxkyk, avec xj, = (7ex).
k=1

» Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F, la norme associée vérifie :

n

| = |?= in, avec T = (z|eg).

k=1
I
 Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E, pour X = Mat,, . () = | + | et
a:'TL
Y1
Y = Mat,,. .c)(y)=| : | alors
Yn
(zly) = X"Y et ||z |=VXTX
2.3 Construction d’une base orthonormée
On utilise le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt : soit b = (uq,...,u,) une
base quelconque de E. Il existe une base orthogonale (e, ..., e,) de Vect(us,...,u,) telle que :
VEk € [1,n], Vect(uy,...,ux) = Vect(e, ..., ex).
En pratique, on ne I'applique que sur une famille finie (uy,. .., u,) et la construction se fait par

itération.
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e On pose pour démarrer, e; = mul.

e Supposons (eq,...,ex) construit.
— On cherche le projeté orthogonale de wuyyq sur Vect(ey,...ex), il séerit p(ugyq) =
k
Z(Uk+1|€z')€i

i=1
— Ainsi vg41 = ugr1 — p(ugs1) est orthogonale a Vect(ey, ... ex)

1
|| Vk+1 ||

Exemple 56 Soit F = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} Donner une base orthonormale de Vect(F)

« Posons e; = \%(1, 1,0)

— On pose alors e; =

Uk+1

o Le projeté orthogonale de (0,1, 1) sur Vect(ey) est
11

1
((07 17 1)|€1)61 = 5((07 17 1)|(1a ]-7 0))(17 1a 0) = (57 57 0)
On prend v = (0,1,1) — (%, %,0) = (—%, %, 1) et on pose es = \/g(—%, %, 1)
 Le projeté orthogonale de (1,0, 1) sur Vect(eq, ea) est
p((1,0,1)) = ((1,0,1)[er)er + ((1,0,1)]ez)es

= 0010, 1,0)(1,1,0) + 2((1,0, D=2, 2, 1)) (=2, 1 1)
- 2 y - ) - 3 » Y 27 27 27 2a

1 21
= 533

On prend vy = (1,0,1) — (%, %, %) = (%, —%, %) = %(1, —1,1) et on pose e3 = v/3(1, —1,1)

3 projection orthogonale et symétrie orthogonale

3.1 Définitions

Définition 18
e Le projecteur orthogonal pp sur F est le projecteur sur F parallélement a F*.

e La symétrie orthogonale sg par rapport a F' est la symétrie par rapport a F', parallelement
a FJ',' SF :QpF—IdE.

Définition : distance d’un vecteur a un sev. Comment la calculer 7 Soit F un sev de E, soit x .
E:d(x, F) = inf y.F kx - yk = kx - pF (x)k. IntérLet : il suffit de calculer pF (x), sachant que
kxk2 = kx - pF (x)k2 + kpF (x)k2. 79
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Comment calculer le projeté orthogonal d’un vecteur sur un espace F 7 Soit (el, u 0 1 , ep)

une base orthonormée de F. Alors, pF (x) = Xp k=1 (x|ek)ek. Expliquer comment appliquer le

procédé d’orthogonalisation de Schmidt & une base (ul, . .., un) de E On construit (el, . . .,

en), avec : . el = ul . ek+1 = uk+1-pk(uk+1), ot pk est la projection orthogonale sur Vect(el,
., ek) (et on utilise pour cela la question précédente)
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Douzieme partie
Probabilité N°1 : Dénombrement

1 Définition et regle de calcul

1.1 Définition et propriétés

Définition 19 Le cardinal de E est le nombre d’éléments de E. On le note card(E) ou |E|
(ou #E).

Remarque 27
e card(() =0
e card({p,....q}) =q—p+1 pour p,q €Z, p<q.

Proposition 7 Soit E, F et A; des ensembles.
e card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).
e card(A/B) = card(A) — card(AN B).

e Crible de Poincaré :

card(A;UA,U---UA,) = Z:(—l)k_1 Z card(A;;, N A, N---NA;)

k=1 1<i1 << <1 <N
Remarque 28 En pratique, il faut connaitre le casn =3 et n =4 :

card(Ay U Ay U A3) = card(Ay) + card(As) + card(As)
—card(A; N Ag) — card(Ay N Ag) — card(Ay N As)
—|—CCLT’d(A1 N A2 N Ag)

card(A; UAy U A3 U Ay) = card(Ar) + card(As) + card(As) + card(A,)
—card(A; N Ag) — card(Ay N Ag) — card(Ay N Ay) — card(Ay N As) — card(Ay N Ay) —
+card(Ay N Ay N Az) + card(A; N Ay N Ay) + card(Ay N Az N Ay) + card(As N A3 N A
—card(A; N Ay N Az N Ay).

Définition 20 Deuzx ensembles A et B sont dits disjoints si AN B = ().

1.2 Les p-listes

Définition 21 Soit E un ensemble an éléments, on appelle p-liste de E une suite de p éléments
de E et on note l’ensemble des p-listes EP.
L’ensemble des p-listes est constitué de nP éléments.

Remarque 29
« Une application de E = {ay,...,a,} sur F' = {by,...,b,} est une p-liste.
o P(FE) est une n-listes sur 2 éléments, en particulier card(P(FE)) = 2".
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1.3 Arrangement

Définition 22 Soit E un ensemble a n éléments, un arrangement d’ordre p de E est une p-liste
d’éléments distincts 2 a 2 de E.

!
Le nombre d’arrangement d’ordre p de E est AL = i

(n—p)t
Remarque 30 Cas particulier, un arrangement d’ordre n de E, avec card(E) = n, correspond

a une permutation de tous les éléments de F.
Le nombre de permutation des éléments de E est n! = A7.

1.4 Combinaison

Définition 23 Soit £ un ensemble a n éléments, une combinaison d’ordre p de E est un

ensemble a p éléments de E 2a2 distincts.
n!

Le nombre de combinaison d’ordre p de E est (") = —\
Pr pl(n = p)!

Proposition 8 Propiétés du binomial :
e Soitn,p €N avecp<n, ona

6) -G G)-62) + 0)-50-0)

e Formule de Pascal :
i) =)+ ()
=)+
p+1 [ p+1

2 Méthodes générales de dénombrement

Méthode 1 : Pour savoir quelle type de denombrement on utilise, on peut se fier au tableau
suivant :

Ordre | Remise

> >
>

Méthode 2 : ”"Créer un schéma”
e Déterminer le nombre de cases du schéma.
o Inscrire les caractéristiques de chaque case en regroupant les caractéristiques
similaires ensemble si possible.

Attention, les caractéristiques doivent étre distinctes entre elles, sinon appli-
quer la méthode "diviser pour mieux régner".

e Si certaines caractéristiques ne sont pas clairement définie, on utilisera une
lettre (A,B,C,...) par caractéristique distincte et on les dénombre a l'aide de
binomiaux en les regroupant par nombre de cases.
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Méthode 3 :

Méthode 4 :

Méthode 5 :

» Pour chaque caractéristique différente, compter le nombre de cases (correspond
a p) et le nombre d’éléments avec la caractéristique (correspond a n) et utiliser
le bon type de dénombrement.

« Si vous avez un ordre, penser a utiliser les placements (& ’aide de binomial)
des cases. Mais faltes attention, certains éléments peuvent étre fixés.

Exemple 57 On tire dans un jeu de 32 cartes avec remise 5 cartes en notant
leurs valeurs.

Quelle est le nombre de brelans possibles (ne pas compter les full).

Solution : Le tirage est effectuée avec remise et ordre. Nous allons utiliser les
p-listes pour mesurer les tirages.

Le schéma de tirage est (A, A, A, B,C) ou A, B et C représentent trois hauteurs
de cartes différentes

Le choix de A est (f) (le choix d’une hauteur parmi les 8 possible, par exemple la

hauteur 'roi"), celui de B et Cest (*;') = (1) (on a déja choisi le "roi", il ne reste

que 7 hauteurs possibles et il me faut deux lettres B et C).

Le choix de position de A est (g) (cela revient a placer les 3 lettres A dans mon

schéma & 5 cases), celui de B, (°]%) = (2

plus que 2 cases pour placer la lettre B) et pour C (211) = G)

Le dénombrement des A est 4% (le nombre de carte de hauteur A - par exemple
on a 4 "roi" et la puissance est le nombre de cases de A), celui de B est 4! et pour
C, 4!

Donc le nombre de Brelan est (f) X (;) X (g) X G) X (}) x 43 x 41 x 41 = ..

) (comme on a déja placer A, il ne reste

"Dénombrer c¢’est tricher”

Comme l'intituler I'indique, le dénombrement n’est pas d’effectuer 1’expérience
aléatoire mais de trouver une méthode qui donne tous les résultats souhaités.
Par exemple, si on vous impose des conditions sur la deuxiéme carte. On peut

commencer d’abord par la choisir avant de prendre la premiere. Cela se traduirait
par le schéma : (# 2°"¢, Cond, . ..)

"Diviser pour régner”

On découpe notre ensemble E' en plusieurs autres ensembles disjoints (F = AU B
avec AN B = (). Puis on utilise la formule card(E) = card(A) + card(B).

"Faire le contraire de ce que I'on demande”
card(A) = card(E) — card(A)

On applique souvent cette méthode si vous avez dans ’événement les mots : "au

%" ” N ” N

moins”, "au plus”, "moins de”, "plus de”.

Remarque 31 Faites attention a ces termes :
e “au moins ” correspond au signe mathématiques >.
e "moins de ” correspond au signe mathématiques <.
e ”au plus ” correspond au signe mathématiques <.
e ”plus de 7 correspond au signe mathématiques >.
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Méthode 6 :

Méthode 7 :

'"Ranger ses chaussettes"

Ce dénombrement permet de placer n éléments indiscernables parmi p tiroirs.
Pour cela, il suffit de considérer les n éléments les uns a coté des autres et le
dénombrement correspond au placement (des binomiaux) des séparations entre
ces éléments.

Exemple 58 On veut le nombre de couple (z,y,y) de (N*)? tel que z+y+2 =n
Alors pour dénombrer ces triplets, on considere que n est la somme de n valeurs
1 identiques et indiscernables. Déterminer les trois variables =, y et z correspond
a choisir 2 symboles + entre les 1, le premier groupement correspond a x, le
deuxiéme a y et les troisiemes a z.

I+ +1l@l+- 4114+ +1l=n

Vv Vv Vv
T Y z

27 2
Construire un diagramme. Il existe deux diagrammes simples, les arbres et les
diagrammes de Vern (patatoides) :

o Si ’expérience aléatoire se fait en plusieurs étapes, on construit un arbre.

Comme on a n — 1 symboles +, on a donc ( possibilités.

Le cardinal d’une branche d'un arbre est le produit des cardinaux du bout de
la branche a la racine.
Le cardinal d'un ensemble est la somme des cardinaux des branches dont le
bout est un élément de I’ensemble

« Si vous voulez connaitre les cardinaux des ensembles qui est définies par plus-
sieurs propriétés non disjointes. C’est a dire que £ = A; U --- U A, et vous
connaissez A;, N---NA;, pour tout 0 < ¢ < -+ < i < n.
Vous partez du centre du diagramme et le complet en allant vers I'extérieur.
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Treizieme partie

Probabilité N°2 : Probabilité

1 Généralité

1.1 Définition et Vocabulaire

e On se donne un ensemble €2, dit univers, représentant I’ensemble des résultats possibles.
« On se donne une partie 7 de P(2), dite tribue vérifiant :

(i) 0 € T, 0 est appelé 'événement impossible.
(ii)) Q € T, Q est appelé 'événement certain.
(iii) Si A€ T, alors A€ T.

(iv) SiA,BeT,alors AUB€T.

Les éléments de T sont appelé événements.
« L’espace (€2, T) est appelé espace probabilisable.
o Soit A et B deux événements tels que AN B = (), alors A et B sont dit incompatibles.
« On appelle probabilité sur (2, T), toute application P de 7 sur [0; 1] telle que
(i) P(0) =0 et P(Q) = 1.
(ii) Si A et B sont deux événements incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).
(iii) Si (A;)i<i<n est une suite d’événements incompatibles, IP’(U A;) = ZIP’(AZ»).
i=1 i=1
o L’espace (2, T,P) est un espace probabilisé.
o SiP(A) =0, A est dit quasi-impossible.
« Si P(B) =1, B est dit quasi-certain.
o Une suite d’événement Ay, ..., A, est un systéme complet d’événement si :
(i) Pour tout 7,7, A;NA; =0.

1.2 Propriétés

e Probabilité conditionnelle :
Soit A et B deux événements tels que P(B) # 0, la probabilité de A sachant que
I'événement B est réalisé (dit plus simplement la probabilité de A sachant B) est donnée

par la formule
P(AN B)
A= ——=

« Indépendance :
Soit A et B deux événements, si P(AN B) = P(A)P(B), alors A et B sont dit indépen-
dants.

* Relations entre les événements :

Soit A et B deux événements.
— Si A C B, alors P(A) < P(B).
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— P(A) =1-P(A).
e Crible de Poincaré :
Soit Aq,..., A, des événements,

n

P(AyU---UA) =) (=D Y P4, n---NA,)

k=1 1<ii << <n

o Formule de probabilité conditionnelle :
Soit Ai,..., A, des événements,

P(Al NN An) = P(Al)PAl (AQ)]P)AlmAQ (Ag) .. 'IP)AIQ“'OAnfl (An)

e« Théoreme de probabilité totale :
Soit Aq,..., A, un systeme complet d’événements et B un événement, alors

P(B) = Zn:IP’(BﬂAi)

P(B) = Y P(A4)P4(B)

« La formule de Bayes : Soit A et B deux événements tels que P(B) # 0 et P(A) # 0.

P(A)PA(B) _ P(A)PA(B)

Pp(A) = P(B)  P(A)P4(B) + P(A)P4(B)

2 Les méthodes

Méthode 1 :

Méthode 2 :

L’hypothese d’équiprobabilité :
Cette hypothese permet de se ramener au dénombrement.Dans ce cas

card(A)
card(2)

P(A) =

Cette méthode est utilisé dans plusieurs cas :

(a) le mot “équiprobable” est clairement utilisée dans 1’énoncé.
(b) la référence est implicite. On utilise ’expression “au hazard” ou I’on ne donne
pas de valeur de probabilité.
“diviser pour régner”.

Soit Aq,..., A, des événements mutuellement incompatibles
P(AjU---UA,) = P(4)
i=1

Cette méthode est souvent utilisée quand on connait les probabilités des événe-
ments élémentaires {w;} ((w; des éléments de 2).

Alors si A = {wy,...,wn}, P(A) =P(wy) + -+ - + P(w,).
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Méthode 3 : Déterminer la probabilité d’une intersection ou la probabilité conditionnelle
On cherche a calculer P(AN B) ou Pg(A)
Il faut faire attention a la "temporalité" des événements A et B
o A et B se réalise en méme temps (on ne peut pas savoir qui a lieu avant
lautre).
On interprete A N B en frangais puis on le dénombre a ’aide d’un schéma de
dénombrement unique et ainsi on obtient P(A N B)
Pour P5(A), on utilise la formule Pg(A) = %
o B se réalise avant I’événement A.
On interprete B par rapport a I'expérience aléatoire, pour obtenir un nouveau
systeme de départ. On cherche ’événement A a partir de ce nouveau systéme
et on obtient ainsi Pg(A)
Pour calculer P(A N B), on utilise la formule des probabilités composées :
P(AN B) =P(B)Pg(A)
e B se réalise apres I’événement A

Pour calculer Pg(A), on utilises la formule de Bayes. A est une des causes
possibles de B, on appelle souvent cette formule la probabilité des causes.
Pour cela, on considere le systeme complet d’événement contenant A : Ay, ..., A,
le systeme complet d’événement avec A; = A.

Alors
P(A1)P4, (B)

P(A))P4, (B) + -+ P(A,)Pa,(B)

Si on ne détermine pas le systéme complet d’événement, on peut prend A, A
comme systeme complet d’événement.

Pp(4r) =

Pour calculer P(A N B), on utilise la formule des probabilités composées dans
I'ordre de réalisation : P(AN B) = P(A)P4(B)
Méthode 4 : Utiliser les probabilités totales.
On applique la formule de probabilité totale, la difficulté réside dans la détermi-
nation du systéeme complet d’événements.
Cette méthode s’applique :

o si U'expérience aléatoire se fait en deux étapes. Le systeme complet d’événe-
ments correspond aux résultats possibles de la premiere étape.

» lexpérience aléatoire évolue au cours du temps (Chaine de Markov). Le sys-
teme complet d’événement correspond a tous les états a l'instant n.

e Si la question précédente détermine la probabilité d’une intersection ou une
probabilité ”sachant que” (que 'on détermine par schéma ou loi classique) et
celle que vous faltes n’a plus d’intersection ou de "sachant que”. Le systeme
complet d’événements sera le ”"sachant que” ou l'autre événement de l'inter-
section.

Méthode 5 : Montrer 'indépendance d’événements.
On se ramene a la définition :
A et B sont indépendants si et seulement si P(AN B) = P(A)P(B).

Rq : Si on vous pose cette question, ce n’est siirement pas trivial et vous devez
mettre les calculs sur votre copie.
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Quatorzieme partie
Probabilité N°3 : Variables aléatoires

1 Généralités

1.1 Définition

Définition 24 Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé fini. Une variable aléatoire sur € est
une application X : 0 — R.

Pour x réel donné, l'événement X ! (x) = {w € Q| X (w) = x} est noté, de facon plus parlante,
(X =x).

Remarque 32

o Une V.A. est une observation numérique sur les résultats d’une expérience aléatoire, elle
n’a en elle-méme rien d’aléatoire, et ce n’est pas une variable, mais une application...

o Il ne faut pas non plus confondre les variables aléatoires avec les événements. X est une
V.A. et (X =n) (ou X > n) est un événement.

o La premiére chose a déterminé par une V.A. est I'univers image X (), c’est-a-dire la
valeur que prend la V.A. X.

o Déterminer la loi d’'une V.A. revient a déterminer P(X = k), pour tout k£ € X (Q2) dans
un tableau ou sous une ou plusieurs formules (voir section 3)

Définition 25 (Loi conjointe) Soient (X,Y) un couple de variable discréetes sur (£, A, P)
telles que

XQ)=A{xp,nel} etY(Q) ={ynnecJ}
La loi du couple (X,Y) (ou loi de (X,Y) ou loi conjointe de C et Y') est définie par

P = PX = 20) 0 (Y = ym)].

Remarque 33 Une loi d'un couple peut se représenter de deux facon :
 par un tableau a double entrée (si X (€2) et Y () prennent peu de valeurs)
o par une formule générale

Proposition 9 Les variables X et'Y sont appelées variables marginales du couple (X,Y).
La loi de la variable X (resp. Y') s’appelle la loi marginale de X (resp. Y) du couple (X,Y).
Traditionnellement on note P(X = x,) = ppe €t P(Y = ym) = Dem

1.Vn€l, ppe= > Pnm
meJ

2.Vm € J Pem = D Dnm

neJ

1.2 Espérance et Variance

Définition 26 Moments de variables aléatoires X ety
e Espérance (ou moyenne) de X (sous réserve de connvergence absolue)

E(X)= > aP(X =)

,€X(Q)
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e Moment d’ordre 2 de X (sous réserve de connvergence absolue)

ma(X) = > P(X =) = B(X?)
z;€X(Q)

e Variance de X (sous réserve de connvergence absolue)

VX)= ) (= E(X))’P(X = z;) = B([X — E(X)]*)
z;€X(Q)

e Covariance de X et'Y (sous réserve de connvergence absolue)

cov(X,Y) = > (2= E(X))(y;—E(Y))(P(X = 2:nY =y;) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
(z4,y;)€X(Q)xY ()

Proposition 10
o linéarité de l’espérance :

E(X+Y)=EX)+E(Y);E(aX)=aE(X);E(aX +b) =aE(X) +b.

e théoréeme de transfert :

e théoréeme de Koenig-Huyghens
V(X) = E(X?) - E(X)?
Définition 27 Soient (X,Y) un couple de variable discrétes sur (2, A, P) telles que
X)) ={xp,nel}etY(Q)={y,peJ}.

et f une fonction définite sur X () x Y(Q), alors :

E(fX, V)= D> Y flauy)P(X =z,0Y =y)

7, €X(Q) y;€y()

En particulier : E(XY) = Z Z ryP(X =2, NY = y;)
2, €X(2) yj€y(?)
1.3 Propriétés

Proposition 11

e Théoréme de probabilité totale : Soit X une v.a., (X = x;),ex() est un systéme complet
d’événements.

PY =y)= Y PBX=2)Px_(Y=y)= Y PB(X=2)N(Y=y)
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e Indépendance : Soient X etY deux variables indépendantes
EXY)=EX)EY) ; VX4+Y)=V(X)+ V(YY) ; cov(X,Y)=0

Remarque 34 Ce n’est pas parce qu’'une de ces propositions sont vraie que les V.A. sont indé-
pendantes. Ces propriétés peuvent apparaitre a ’aide de symétrie dans I'expérience aléatoire.

Théoréme 2 (Bienaymé & Tchebichev)
Si X a une espérance m et une variance v alors P(|X —m| >¢) < &

Remarque 35 Ce théoréme servira dans ’estimation par intervalle de confiance sous la forme

v
P(|X—m|<5)>1—€—2

Exemple 59 Soit X — B(100, 15), alors m = 10 et v = 9.

On a ainsi d’aprés la formule de Bienaymé & Tchebichev, P (|X — 10| > ¢) < %
Cest adire P10 —e < X <10+e)>1- 5

Pour avoir un intervalle de confiance a 91%, il suffit que 1 — E% = 19—010 & e =10
Donc P(0 < X < 20) > 1

L’intervalle de confiance a 91% est [0; 20].

2 Lois classiques

Proposition 12 Loi usuelle :
e X v.a certaine :

X(Q)={c}; PX=¢)=1
EX)=¢ V(X)=0
e X suit la loi de Bernoulli B(1,p) ou B(p) de paramétre p €]0,1[ ssi :
X(Q)={0,1}); P(X=1)=pP(X=0)=1-p
E(X)=p; V(X)=p(l-p)
e X suit la loi binomiale B(n,p) avec n € N,p €]0, 1] ssi :

X(Q)={0,...,n};Vk € {0,... . n},P(X = k) = <Z>pk(1 — p)nk

X est le nombre de succes lors de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes,
la probabilité du succeés a chaque épreuve étant p.

E(X)=np ; V(X)=np(l-p).

Remarque 36 On peut écrire X = X;+...+ X, ou X, est la V.A. de Bernouilli de la

i épreuve de Bernoulli

e X suit la lot uniforme sur {1,...,n} ssi
1
X(Q)=A{1,....,n} etVEe{l,... n},P(X =k) = —.
n
n+1 n?—1
E(X) = : X) =
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3 Méthodes

Méthode 1 :

Méthode 2 :

Méthode 3 :

Méthode 4 :

Méthode 5 :

Utiliser des variables aléatoires.
Vous devez d’abord déterminer X (€2).

Puis vous devez réinterpréter 1'événement (X = z;) (ou (X < z;)) sous forme
de phrases pour comprendre ce qu’il faut faire. Puis utiliser les méthodes de pro-
babilités discretes.

Loi d’'un couple pour X () et Y (w) petit.

Faire un tableau a double entrée X en colonne et Y en ligne pour les valeurs de
X et Y et pour chaque case (7, j) du tableau, interpréter X =:NY = j.

Les lois marginales se calculent en faisant les sommes des coefficients de chaque
ligne pour Y et celle des colonnes pour X.

Loi d’un couple pour X (2) et Y (w) grand. On revient a la définition.

Pour des (i,7) génériques, interpréter X = i NY = j. Vous aurez slirement
plusieurs cas distincts.

Les lois marginales se calculent en faisant les sommes avec comme indice ¢ pour
Y et j pour X.

Attention a bien découper vos sommes suivants les cas déterminés pour X =
iNy =j.

Déterminer un événement défini par deux variables aléatoires.

Vous devez utiliser le théoreme de probabilité totale pour une des variables aléa-
toires dont on connait la loi, puis réinterpréter la "probabilité sachant que' de
la formule et la calculer avec les méthodes de probabilités discretes.

Par exemple, pour 'événement X = Y, avec X et Y deux variables aléatoires
dont on connait la loi de X et X () = {x1,...,z,}.

Rédaction 3 (X = z1),...,(X = z,) forment un systeme complet d’événe-
ments, d’apres le théoreme de probabilité totale,

P(X =Y) = zn:IP’(X = 1) Py, (X =Y) =Y P(X =2;)Px—y, (Y = ;)

Déterminer un événement définie par une inégalité connaissant la loi.

On s’aide d’'un schéma de 'axe des réels. On place sur un axe toutes les valeurs
prises par la variable aléatoire et la demi droite correspondant a l'inégalité que
I’on demande. La probabilité de I'inégalité correspond a la somme des probabilités
des valeurs se trouvant la demi droite.

Exemple 60 Soit X une variable aléatoire tel que X(Q) = {z,...,2,} avec

T < Xy <+ <z, On veut X > x.
@ @ @

| | | | | | | Ny,
t T T T T T Vel

T T2 X7 x T8 Tk T,

Alors P(X > ) = P(X = 25) + P(X = 29) + - + P(X = 2,) = Y _P(X = ).
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Méthode 6 :

Méthode 7 :

Méthode 8 :

Méthode 9 :

Déterminer une loi connaissant les événements définis par une inégalité.

Vous devez faire l'inverse de la méthode 2. Pour cela, on s’aide toujours d’un
schéma de I'axe des réels. On place sur un axe toutes les valeurs prises par la
variable aléatoire et la demi droite correspondant a l'inégalité que l'on a et on
entoure la valeur de la loi que 1'on souhaite. On trace alors une deuxieme demi-
droite qui contient tous les autres points de la premiere demi-droite. La probabilité
de cette valeur correspond a la différence des probabilités de ces inégalités (les deux
demi-droites).

Exemple 61 Soit X une variable aléatoire tel que X(Q2) = {z,...,2,} avec
1 <xy < -+ <z, OnaX >z, pour tout k.

X:I7 P

° ° X > xg
C, * * ° X = 27
} } } } } } >
T X2 X7 xg Tk T,

Alors P(X = 27) = P(X > x7) — P(X > z3).

Déterminer un événement défini par deux variables aléatoires.

Vous devez utiliser le théoréeme de probabilité totale pour une des variables aléa-
toires dont on connait la loi ou la premiere si on a une temporalité, puis réinter-
préter la "probabilité sachant que" de la formule et la calculer avec les méthodes
de probabilités discretes.

Exemple pour I’événement X =Y, avec X et Y deux variables aléatoires dont on
connait la loi de X et X(Q) = {x1,...,2,}.

Rédaction 4 (X = z1),...,(X = z,) forment un systéme complet d’événe-
ments, d’aprées le théoreme de probabilité totale,

n

P(X =Y) = zn:IP(X = 1)Pxoy, (X =Y) =Y P(X =2;)Px—y, (Y = ;)

=1

Démontrer que nous avons les lois B(n, p).
On effectue n expériences aléatoires identiques et indépendantes.

Chaque expérience aléatoire est une épreuve de Bernouilli dont le succes est
P " de probabilité ...

Et X mesure le nombre de succes.

Donc X ~ B(n,p).

Calculer I'espérance, la variance.

Ecrire les formules de définition et appliquer les méthodes de somme.
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Quinzieme partie

Analyse N°1 : Etude de fonctions

1 Fonctions classiques

1.1 Fonction logarithme

Définition 28 La fonction logarithme népérien, notée In, est l'unique primitive sur R7 de
x> 1/x qui s’annule en 1. Elle est donc définie par :

T dt

1

lnz =

Proposition 13 (Propriétés du logarithme)
1. In est une fonction dérivable sur |0, +oo[ et Vo > 0,1In’(z) = -
2. V(z,y) € (Rj)Q, In(zy) = In(x) + In(y).
3. V(z,y) € (Rj){ In (g) = In(z) — In(y).
4. Ve e R: Vn € Z, In(2") =nlnx.

Proposition 14 In est une bijection strictement croissante de |0, 00[ dans R vérifiant

Iim Inz=+0c0 e limlnzx = —o0.
r—+00 x—0

Définition 29 Soit a > 0, a # 1. On appelle logarithme de base a, la fonction notée log,
définie par

Inx
Vr >0, 1 = —
: . : L / 1
Remarque 37 La fonction log correspond a la fonction log,, et sa dérivée est log'(z) = 10
xln

2 Fonction exponentielle

Définition 30 La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction réciproque du logarithme
népérien. C’est une bijection strictement croissante de R dans ]0,00[ . On a

V(z,y) e R xR}, y=exp(z) e z=In(y).

Proposition 15 (Propriétés de ’exponentiel)
1. ¥Y(z,y) € R?, exp(x +y) = exp(z) exp(y).
2 exp
2. V(x,y) € (R*)", —y) = )
(z,y) € (R})", exp(z — ) p—

3. Yz € R%,Vn € Z, exp(nz) = (expx)"”.
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Proposition 16 exp est dérivable sur R, égale d sa dérivée (exp’ = exp) vérifiant :

lim expxr =-+o0 et lim expxz = 0.
Tr——+00 T——00

Définition 31 Soit a > 0. On appelle exponentielle base a, la fonction notée exp, définie par
Vr e R, exp,(z)=exp(zlna)

Remarque 38 Deés que la variable est en puissance, vous devez, par calculer les limites, dérivée,
etc, ’écrire avec ’exponentiel.
Ainsi pour tout x € I, u(x)“(f”) doit étre écrit comme €@ ) pour pouvoir I'étudier.

3 Fonction puissance

Définition 32 Soit « € R. On appelle fonction puissance d’exposant o par Nx € RY, 2% =
exp(alnz).

Proposition 17 (Propriétés des puissances) Soit « € R. f: 2z + 2% est dérivable sur R’
et pour tout v € R*, f'(x) = ax®t. De plus, pour tout a et b réels, v >0 ety >0, on a :
x"y* = (ay)” g’ = ot (z%)" = 2

1“=1 ' =1 In(z%) =alnz

Définition 33 Soit n € N*. On appelle racine n-iéme la fonction de R, dans R, , réciproque

R, -+ R R, - R
de la bijection strictement croissante : * . On la note alors : * *
x> x— Jx
Remarque 39 « A l'aide de la caractérisation, on obtient pour z > 0, Y =zt

e Dans le cas ou n est impair, on peut définir la racine n-iéme sur R.
Par exemple, z — /x est définie sur R et on peut calculer v/—8 = —2

3.1 Fonctions hyperboliques (type exp)
o Définition de sh : R — R et ch :

R—-R:
et —e™*
Ve eR, shr=——+—
2 \ ch A
\
\
el‘ + e—l‘
et chr = —— \ J
2 \\ /
o FElles sont continues et dérivables (__\_\____:’/__,
sur R et 1
sh"=ch et ch’ =sh.
o sh est impaire, ch est paire.
e Vx € R, chz > 1.
sh+ch=exp et ch?—sh®=1. sh
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3.2 Fonctions circulaires réciproques (type In)

o arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] est

= A arcsin
continue sur [—1, 1] 2 - gin
Vo € [—1,1], sin(arcsin(z)) = -1 T
"\ V8 e [~7/2,7/2], arcsin(sin(4)) = 6. i T
o arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et - =7 i
2
1

Vo €] —1,1[, arcsin’(z) =

V1—a?

o arccos : [—1,1] — [0, 7] est conti-

A |

nue sur [—1, 1] K
Vo € [—1,1], cos(arccos(x)) = arpeod. /2
VO € [0, 7], arccos(cos()) = '

>
T
)

o arccos est dérivable sur | — 1, 1[ et A B 5
_1. 1 \\
) coS~o
Vr €] —1,1[, arccos'(z) = ———
R
o arctan : R —] —7/2, 7/2[ est conti- A tan
nue sur R no
Vo € R], tan(arctan(z)) = z T -
. T I
Vo €] — w/2,7/2], arctan(tan(f)) = 6. ) 1!r arctan
e arctan est dérivable sur R et ' _‘,. 2
<
N
vz €R, arctan(z) = — )
T arctan’(z) =
’ 1+ 22

Proposition 18 (Choix d’un angle)
e Angle 0 de la forme polaire a l'aide de Arccos :
On a un point M de coordonnée (a;b), on a les relations suivantes :
a
— Sib>0,0=Arccos | ——
(=
a
<\/ a? + b?
e Angle 0 de la forme polaire a l'aide de Arcsin :
On a un point M de coordonnée (a;b), on a les relations suivantes :
b
— Sia>0,0=Arcsin | —
<\/ a? + b?

a

— Sib<0, 0 =—Arccos

— Sia<0,0=m— Arcsin
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e Angle 0 de la forme polaire a l'aide de Arctan :
On a un point M de coordonnée (a;b), on a les relations suivantes :

— Sia >0, 0= Arctan <é>

a

— Sia<0, 0= Arctan (g) +m

e Récapitulatif
Arctan(by/as) + 7
02 = < 7 — Arcsin(bz/~/a3 + b3)
Arccos(ag /a3 + b3)

------------- by

Arctan(by/ay)
61 = { Aresin(by/+/a] + b?)
Arccos(ay /+/a} + b?)

v

o) S

Arctan(bs/as) + 7 Arctan(by/ay)
03 = ¢ m — Aresin(bs/\/a3 + b3) 04 = { Arcsin(bs/+/a? + b3)
—Arccos(az/+/a3 + b3) —Arccos(ag/+/a2 + b3)

4 Continuité, dérivabilité et prolongement

4.1 En un point

On se ramene a la définition

Définition 34
e f est continue en a ssilim f(z) = f(a).
Tr—a

e f est dérivable en a ssi lim f(@) = fla)
r—a T — Q

existe et appartient a R.

4.2 Sur un intervalle

A Tl'aide des théorémes généraux, on prouve la continuité ou la dérivabilité sur l'intervalle sauf
en un nombre fini de points.
Les points qui posent probleme sont généralement des points de rattachement de plusieurs

2  x 20
définitions de f. Par exemple f(x) = Ox SZ, v , la valeur x = 0 pose probleme
sinon

On étudie, ensuite, la continuité ou la dérivabilité en ces points
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4.3 Prolongement

On se ramene a la définition :

Définition 35
e f est prolongeable par continuité en a ssi lim f(x) existe et appartient a R.
Tr—a

o [ est prolongeable comme fonction C* en a ssi lim f'(x) existe et appartient a R.
r—a

Proposition 19 (Utilisation des DL)
e f est prolongeable par continuité en a ssi f admet un DLg(a) et alors f(z) = f(a)+o(1).
o [ est prolongeable comme fonction C' en a ssi f admet un DLy(a) et alors f(x) =

fla) = f'(a)(x — a) + o(z — a)).

Remarque 40 Cette proposition est trés pratique pour les question de prolongement C!. Elle
évite de calculer f’ et de faire deux limites.

5 Tableau de variation, dérivées

5.1 Dérivées classiques

Dérivée des fonctions de référence

f(z) Domaine de | Domaine de | f/(x)
définition dérivabilité
2" neN* R R nx™ !
" n e R* R* nx™ !
¢ acR Ri R7 ax® !
exp(ar) aeC |R R aexp(ax)
a® a€RY R R a*lna
1
In |z R* R* =
T
1
1 R* | R* R*
o5, le| a€R; —
f(x) Domaine de Domaine de f(x)
définition dérivabilité
chx R R shx
shx R R chx
COS ¥ R R —sinx
sinx R R CcoS T
1
t R 24+ 7Z) | R 24 77Z) | 1+ tan’x =
an x \ (r/2+7Z) | R\ (/2 + 7Z) +1an T=
arcsinz | |—1;1 —1;1 _—
~151) - 151 N
arccosx | [—1;1 —1;1 e
~1;1) - 151 i
arctanz | R R
1+ 22
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Opération sur les dérivées

composée dérivée
u™,n € N* nu'u™!
u®, a € R* au'u* 1
U X v u'v + ur
W
— (v'v — w') Jv?
v
flu) u' f'(u)

5.2 Tableau de signe de [’

Méthode 7 Pour déterminer le signe de f', on met au méme dénominateur et on factorise f'.
Si l'un des facteurs pose probléme (il posséde par exemple un In), on factorise par le coefficient
devant le In et on étudie les variations UNIQUEMENT du facteur qui reste pour connaitre son
stgne.

Exemple 62 f(z) =zlnz —1 == (Inz + 1) et on étudie les variations de g(z) =Inz + 1.

5.3 Tableau de variation de f

Méthode 8 A partir du tableau de signe de f', on trace le tableau de variation de f avec la
régle : st f' < 0 surla;b|, f est décroissante sur |a;b.

Remarque 41 Vous devez VERIFIER les variations de f a ’aide des limites. Par exemple, f
ne peut pas étre décroissante de 0 vers +oo.

5.4 Intervalles stables

Définition 36 On dit que J est un intervalle stable pour f si et seulement si f(J) C J.

Méthode 9 Vous devez déterminer le tableau de variation de f sur l'intervalle 1

5.5 Théoreme de bijection

Théoréme 3 (Théoréme de bijection ou Corollaire du TVI)
Soit f une fonction continue, strictement monotone sur I.
Alors [ est une bijection de I sur f(I).

Méthode 10 Pour montrer que f(x) = ¢ admet une unique solution sur un intervalle I

1. On détermine le tableau de variation de f sur I.
2. On calcule f(a) et f(b).

3. Rédaction 5 [ est une fonction continue, strictement croissante (resp. strictement dé-
croissante) sur [a;b].
Donc f réalise une bijection de [a;b] sur [f(a); f(b)] (resp. I = [f(b); f(a)]).
De plus ¢ € [f(a); f(b)] (resp. ¢ € [f(); f(a)]).

Donc f(x) = ¢ adment une unique solution sur |a;b].
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5.6 Equations et inéquations

On ne sait résoudre que des équations ou inéquations dont les termes sont de méme type :
soit de type "logarithmique" (In, arctan, arcsin, arccos, log, ), soit de type "puissance' (x — 2,
polyndéme, fraction rationnelle), soit du type exponentiel (exp, sh, ch, cos, sin, z +— a”).

Si ce n’est pas le cas, il est assez simple de s’intéresser au signe d’une expression en faisant
soit un tableau de variation soit une majoration ou minoration par un des bords de l'intervalle
d’étude.

Exemple 63 Montrer que pour tout = €]0;1[, In(1 —z) < —x

Posons g : & — In(1 — ) + 2, g est C* sur [0;1[ et Vo € [0;1], ¢/(z) = 7=+ 1 =72 <0
g est strictement décroissante.

Donc Vx €]0; 1], g(x) < g(0) = 0 c’est-a-dire In(1 — z) > —x

Remarque 42 On peut aussi montrer ce genre d’inégalité par la convexité ou concavité de la
fonction.

Proposition 20 (Convexité-concavité) e f est convexe sur [a;b] ssi f” =0 sur [a;b].
Et alors la courbe de f est au dessus de ses tangentes et en dessous de ses cordes.
o f est convere sur [a;b] ssi f" <0 sur [a;b].
Et alors la courbe de f est en dessous de ses tangentes et au dessus de ses cordes.

Exemple 64 Montrer que pour tout z € [0; 1], arctan(z) > T«

—2x <0
(1 +a22 >

Donc arctan est au dessus de ses cordes. La cordes sur [0; 1] est

arctan est concave sur R car arctan”(x) =

arctan(1) — arctan(0)
1-0

y = (x — 0) + arctan(0) = %x

Ainsi pour tout x € [0; 1], arctan(z) > J.

5.7 Nombre de solutions d’une fonction f

Méthode 11 Fuaire un tableau de variation de la fonction et sur chaque changement de mo-
notonie sur un intervalle, utiliser le theoreme de bijection 5.5 pour savoir si il y a une solution
sur lintervalle correspondant

Exemple 65

LI

f admet 2 solutions a f(x) = 0, une sur [—3; 5] et une sur |5; +o0].
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6 Propriétés de la fonction f

6.1 Péridocité

Définition 37 Une fonction f définie sur R est dite péridique de période T si et seulement si

fle+T) = f(x).

o Les fonctions cos et sin sont 27-périodiques
e La fonction tan est m-péridique
o La fonction z — [z] (partie entiére de x) est 1-périodique

Méthode 12 Pour déterminer la péridicité d’une fonction composée de sin,cos et tan, on
cherche la péridicité de chaque terme.
Puis on prend le plus petit multiple commun.

Exemple 66 Soit [ : x +— sin(9x) cos(6x)

. - o _ 2 . 24 2 3
r > sin(9z) a pour période 91" = 27 < T = §, les multiples sont 57, g7, 57, g7, ...
x +— cos(6x) a pour période 67 =27 & T =

m, les multiples sont %71’ 2, m, A,
La période commune est %W
2 T
J est $m périodique.

1
3 » 3 "3

1l est des fois nécessaire de tester un diviseur de ce multiple commun pour trouver la meilleur
période

Ezemple 67 Soit f :t+ cos®(t)

cos est 27 périodique.

Mais f(z + 7) = (cos(x + 7))* = (= cos(x))* = f(z)
f est m périodique.

6.2 Parité de la fonction

Définition 38 e Une fonction f définie sur R est dite paire si et seulement si f(—x) =
f ().
e Une fonction f définie sur R est dite impaire si et seulement si f(—z) = —f(x).

Méthode 13 Pour déterminer la parité d’une fonction, on calcul f(—x) et on simplifie au
mazximum ’expression pour retrouver f(z) ou — f(x).

Si on vous pose EXPLICITEMENT de montrer que la fonction est paire (resp. impaire), vous
pouvez calculer f(—x) — f(x) (resp. f(—z) + f(x)) et trouver 0

Autres symétries :

Définition 39 e Une fonction f définie sur R est symétrique par rapport a la droite x = a
si et seulement si f(a —z) = f(a+ ).

e Une fonction [ définie sur R est symétrique par rapport auz points A(a;b) si et seulement
i Laoitiate) _y

Ces formules se comprennent bien a ’aide d’un dessin.
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6.3 Tangente de la fonction

Définition 40 Soit f une fonction C* sur un intervalle I et a € I.

L’équation de la tangente en a est donnée par la formule :

y=[(a)(x —a)+ f(a)

6.4 Asymptotes et branches infinies

Méthode 14 Pour le cas ou x — £00, il y a une méthode classique d’étude de ces branches,
vous devez suivre ’arbre ci-dessous.

Calculer lim
r—+o00

\

()

lim f(x)=c

z—+o00
asymptote horizontale

d’équation y = ¢

lim f(z) =400

r—+o0o

Calculer lim
r—t+oo I

f (=)

parabolique de direction y = 0

. f(x)
A =0 ip, £ =a %0
r—too I
f admet une branche Calculer lim f(z) — ax

r—+oo

x1—1>I:£>o f(z) —ax = +0

f admet une branche
parabolique de direction y = ax

lim
r—too I
f admet une branche

parabolique de direction x = 0

lim f(z)—azx=0»>

r—+00
asymptote horizontale

d’équation y = ax + b

Remarque 43 Un DLy(+00) permet de donner directement 1’asymptote oblique en 4o0.

Exemple 68 Soit f(z) = v22 + z + 1 sur R, donner I'asymptote en 4o0.

Pour tout x > 0;

flz) =

Donc y = x + % est asymptote a la courbe.

6.5 Déterminer la fonction réciproque f!

Pour déterminer la fonction réciproque f~!, vous devez résoudre f(z) = y ol y est une para-
meétre. Vous obtenez alors z = g(y) et la fonction g est la fonction f=1.
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7 Fonctions a plusieurs variables

7.1 Continuité

Montrer qu’une fonction n’est pas continue en (0,0) On étude les limites des fonctions
f(0,y), f(x,0), f(z,z) et f(x, —z) et on montre qu’au moins deux de ces limites sont différentes
en (0,0).

Si nécessaire, calculer f(x,z%) ou f(z,ax + x*) (o > 0) et déterminer « pour avoir une limite
différente.

) L 0,0
Exemple 69 Etudier la continuité de f : (x,y) — 84“’6 S? (z,9) # (0,0)
sinon

Cherchons « > 0 tel que Vx > 0, f(z,x%) ne tende pas vers O
flz,z%) = % On va choisir « tel que 4 = 6a soit v = % (d’autres valeurs sont valable)

Ainsi f(x,z%) = LR SRS # 0= f(0,0)

2t 2g1/3
Donc f n’est pas continue en (0,0)

= 0
© = peos(0) et on calcul

Montrer qu’une fonction est continue en (0,0) On pose {

f(pcos(0), psin(0)).
On factorise au maximum et on simplifie aussi grace & 1’expression cos®() + sin?(6) = 1 pour
trouver f(pcos(0), psin(0)) = p*g(p,0) avec a > 0.
On majore |f(pcos(8), psin(0)) — f(0,0)| par une fonction p(p) (ne plus avoir de !) tel que
limp =0

0

y = psin(0)

4

., 2 i 0,0
Exemple 70 Etudier la continuité de f : (z,y) — {”34”6 st (z,9) # (0,0)

0 sinon

= 0
Posons 4 pc?s( ) , pour tout r >0 et # € R
y = psin(6)

p* cost Op| sin 0| p* cos? Op| sin 0]

| f(x,y) — £(0,0)] ptcost 0 + pSsin® 6 ptcost 0
< plsinf] <p—0
p—0

Ainsi lim f = f(0,0
insi lim £ = £(0,0)

Donc f est continue en (0, 0)

7.2 Dérivabilité

Au programme seul les applications polynomiales sont connues comme C? sur R2.
Pour JUSTIFIER de la dérivabilité, vous utiliser les théoremes généraux sur R, Composée,
produit, quotient de fonction C? sur R.

of
Le gradient est le vecteur Vf = (ﬁ)
9y
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Regle de la chaine : les fonctions considérées étant de classe C, la fonction g : ¢ — f(z(t), y(t))
est de classe C'! et

De méme ¢ : (u,v) = f(p(u,v),¥(u,v)) est C* et

0 0 0 0 0
o u,0) = G ()l 0) 52 0,0 + B ol ), () 5 0
dg of %) of oY

%(U’a U) = %(QO(U, U)?@Z)(uﬂ)))%(u? U) + a—y(w(u,v),w(u,v))%(u,v)

7.3 Points critiques

Définition 41

12

0
0

Les points critiques d’une fonction f définie sur U C R? sont les solutions de {gjﬁ
9y

Remarque 44 Si avant de faire I’étude d’une fonction a deux variables f, vous avez étudier
une fonction a une variable g et déterminer un élément « telle que g(a)) = 0.

E) f —0
Alors cet élément o va intervenir dans la résolution de a f _0
dy

Vous devez donc faire apparaitre g dans ce systeme.
Il est aussi utile d’utiliser les expression avec g pour la dérivée seconde en conservant ¢’ dans
I'expression (en effet ¢’ est obligatoirement de signe strictement positif ou négatif en «).

7.4 Extrema globaux

Pour chercher un extrema, il faut se placer a un point critique.

Montrer que ’on n’a pas d’extremum global en (0,0)

On étude les fonctions f(0,y), f(x,0), f(z,x) et f(z, —z) et on montre qu'une de ces fonctions
n’a pas d’extremum en (0, 0).

Si cela ne fonctionne pas, on s’intéressera a f(z,2®) en cherchant un bon o € R¥.

Méthode des carrés pour un polynéme du second degré

Méthode 15 Vous devez regrouper tous les x ensemble et faire apparaitre une forme normale
d’un polynome en x avec y en paramétre (ne pas oublier de factoriser par le coefficient devant
x?).

Une fois que le premier carré avec du x est apparu, le mettre de coté et développer et simplifier
le reste (ne depend que de y) puis refaire une forme normale avec cette expression.

Exemple 71 Soit f(z,y) = 32% + 6xy + 7y* — 122 + 4y — 1.

Alors f(z,y) = 3(2? + 2zy — 4x) + Ty* + 2y — 1.

On pose a? = 2% et 2ab = 22y — 4x, c'est Adirea =2z et b=y — 2.

Donc 22 + 2zy —4r = (x + (y — 2))® — (y — 2)? (a® + 2ab = (a + b)* — b?).
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On en déduit que

flay) = 3((e+(y=2)°=(y—2)+ Ty’ +2y—1=3(z+(y - 2))* = 3(y — 2)* + Ty* + 2y — 1
= 3+ (y—2)2 -3 —4y+4)+T +4y —1=3(x+ (y —2))* +4y* + 16y — 13

= 3w+ (y—2)) +4(y° +4y) - 13.

On pose a? = y? et 2ab = 4y, c’est & dire a = z et b = 2.

Donc y* + 4y = (y* + 2)* — 2% (a® + 2ab = (a + b)? — b?).

On en déduit que f(x,y) = 3(x+(y—2))2+4((y—2)*—4)—13 = 3(x+ (y—2))* +4(y —2)* — 29.

Comme 3(z + (y — 2))* +4(y —2)> > 0, on a f(z,y) = —29.

r+(y—2)=0

—29 est un minimum global et est atteint pour 50
y —_ =

c’est a dire pour le point

(0,2).
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Seizieme partie

Analyse N°2 : Suites et séries

1 Suites récurrentes

1.1 Suites arithmétiques

Définition 42 Une suite de réels (uy,)nen est dite arithmétique s’il eziste une constante r € R
telle que pour tout n € N, u, 1 = u, + 7.
La constante v de la définition s’appelle la raison de la suite (ty)nen-

Proposition 21 Soient (u,)nen une suite arithmétique et r sa raison.
Alors, pour tout n,k € N, u,, = up + (n — k)r. En particulier, pour tout n € N, u,, = ug + nr.

Proposition 22 (somme des termes d’une suite arithmétique.) Soit (u,)nen une suite
arithmétique. Alors, pour tout n € N :

Uy + Uy,
up + uy + - Zul n+1<02 )

la somme des premiers termes d’une suite arithmétique
=(nombre de termes)(la moyennes des termes extrémes).

1.2 Suites géométriques

Définition 43 Une suite (u,)nen de réels est dite géométrique s’il existe un réel q tel que
Upt1 = QU pour tout n € N.
La constante q de la définition s’appelle la raison de la suite (uy,).

Proposition 23 Soient (u,)nen une suite géométrique et q sa raison. Alors, pour tout n,k €
N7 Up = ukqnik

En particulier, pour tout n,k € N, u,, = upq™.

Proposition 24 (somme des termes d’une suite géométrique.) Soient (u,)n1en une suite
géométrique de raison q. On suppose q # 1. Alors, pour tout n € N :

1_qn k+1
_|_ + i =
UL U1 Z’LL uk< 1—(] )

la somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison q
Nombre de termes

= er t X
(premier terme) -
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1.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 44 Une suite (u,)nen de réels est dite arithmético-géométrique s’il existe deuz réels
a,b tel que u,+1 = au, + b pour tout n € N.

Si (un)nen est une suite arithmético-géométrique vérifiant que Vn > 0, u, 1 = au, + b, alors il
est possible d’exprimer simplement wu,, en fonction de n. La méthode est la suivante :

e on cherche un réel ¢ tel que £ = al + b;

o on vérifie que la suite définie par Vn > 0,v,, = u,, — £ est géométrique par différence;

e on en déduit une formule simple pour v,, puis pour u,.

Exemple 72 Considérons la suite définie par :

U():O
Upt1 = Uy + 2, pour n =0

On reconnait une suite arithmético-géométrique. On cherche alors un réel ¢ tel que :
H4+2=02=-21=—1.
Posons, pour tout n € N, v, = u,, — /.

On a
Upr1 = 33U, —+2
-/ = 3 +2
Un+1 = 3'Un +0

Donc la suite (vp,)nen est géométrique de raison 3. On sait alors que : Vn > 0,v, = 193" =
(ug 4+ 1)3" = 3™
Et on conclut en écrivant :vn > 0,u, = v, —1=3"—1

1.4 Suite linéaire récurrente d’ordre 2

Définition 45 On appelle suite linéaire récurrente d’ordre 2 toute suite (u,)nen vérifiant une
relation de la forme ¥n € N, u, 19 = au,41 + bu, ot a et b sont des constantes.

Avec les notations de la définition, on appelle équation caractéristique de (uy,)nen 1’équation :
2 —ar—b=0

L’équation caractéristique est une équation du second degré, on sait la résoudre en calculant
son discriminant.

Proposition 25 Soit (u,)nen une suite a double récurrence linéaire.
e Si l’équation caractéristique de (u,)nen @ deuz racines réelles distinctes ry et ro, ¢’est-
a-dire si A > 0, alors il existe deux réels X et y tels que :

Vn € Nyu, = A’ + pry

e Si léquation caractéristique de (un)nen @ une racine double r, c’est-a-dire si A = 0,
alors il existe deux réels \ et u tels que :

Vn € Nyu, = (An + p)r"



1 Suites récurrentes 83

e Sil’équation caractéristique de (un)nen @ deuz racines complezes conjuguées ry et ro = 771,
on écrit r, sous forme polaires v = pe® (alors ry = pe=").
Alors il existe deux réels X et ju tels que :

Vn € N, u, = A\p" cos(nf) + pp" sin(nd)

Dans les deux premier cas, on peut déterminer e et f connaissant les deuxr premiers termes,
c-a-d ug et uy.

up=0etu; =1

Vn € N, upio = 3upi1 — 2uy,

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est : 22 — 32 +2 =10

Les racines de cette équation sont r; = 1 et 79 = 2. D’apres la proposition, il existe donc deux
réels e et f tels que : Vn € N, u,, = el™ 4 f2" = e+ f2".

Il nous reste a déterminer e et f en appliquant la formule pour n =0 et n = 1.

U0:€+f2020
U1:€+f21:1

Exemple 73 On définit une suite en posant :

—e=-1,f=1

On trouve e = —1 et f = 1, ce qui permet de conclure :

Vn e Nu, =—-1+2"

1.5 Etude générale de u,,, = f(u,)

Dans toute la suite f désignera une fonction définie sur un intervalle I et on considere U, =

f(Un)

1.5.1 Existence de tous les termes de la suite

Méthode 16 Supposons que lintervalle I soit un intervalle stable de f (c’est-a-dire f(I) C I
que l'on peut montrer en faisant le tableau de variation de f)et que ug € I. Alors Vn € N wu,,
existe et u,, € 1

Pour le démontrer, posons [’hypothese de récurrence suivante

H, :Vn €N, u, existe et u, € I

o Initialisation : Hy est trivialement vrai

o Hérédité :Supposons que H,, est vrai. Alors u,, existe et u, € I donc f(u,) eziste et par
stabilité de I par f, f(u,) € I. Or f(u,) = upy1 donc Hyqq est vrai.

e Par conséquent Vn € N, H,, est vrai.

1.5.2 Monotonie de la suite

Si f est croissante et u; est explicite

Méthode 17 Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant uyg.
Donc Vn € N u,, existe et u,, € 1.

Supposons en outre que f est croissante sur lintervalle I.

On calcule alors explicitement uy (= f(ug)) et on distingue les deuz cas suivants
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e U S Uy
On va montrer par récurrence que la suite u est croissante. Posons,

Hy,:VneN, u, < Uy

— Initialisation Hy est trivialement vrai
— Hérédité :Supposons que H,, est vrai donc u, < u,v1. Or la fonction f est croissante
sur J et u, ainsi que u,.1 appartiennent a J donc

f(un) < f(tng1) € Unp1 < Ungo

ce qui montre que H,11 est vrai.
— Par conséquent ¥Yn € N, H,, est vrai et la suite u est croissante
e U =W
On va montrer par récurrence que la suite u est décroissante. Posons,

Hy:VneN, u, =ty

— Initialisation Hy est trivialement vrai
— Hérédité :Supposons que H,, est vrai donc u, = u,1. Or la fonction f est croissante
sur J et u, ainsi que u,.1 appartiennent a J donc

f(un) = f(tng1) € Unp1 = Ungo

ce qui montre que H,11 est vrai.
— Par conséquent ¥n € N, H,, est vrai et la suite u est décroissante

Si f est décroissante et u; est explicite

Méthode 18 Supposons que [ est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug.
Donc Vn € N u,, existe et u,, € 1.

Supposons en outre que f est décroissante sur l'intervalle I. Nous introduisons alors deux suites
auxiliaires a et b définies par

(y = Uy €l bn = U2n+1
Calculons a1
Ani1 = Un(ni1) = Uaniz = f(Uany1) = f(f(u2n)) = (f o f)(an)

Donc la suite a vérifie une relation de récurrence donnée par

tny1 = (f © f)(an)

Par définition Vn € N, a,(= ua,) € I qui est un intervalle stable de f o f et la fonction fo f
est croissante sur I ! On peut donc étudier la monotonie de la suite a da l'aide de la section 17.
De méme, la suite b est définie par la relation

b1 = (f 0 f)(bn)

et on procéde de méme que pour a.

Remarque 45 Les étapes de cette méthode sont en générale détailler dans les énoncés
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f(z) — x est de signe constant

Méthode 19 Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug.
Donc Vn € N u,, existe et u, € I

Supposons en outre que le signe de f(z)—x > 0 (resp. < 0) sur I. Alors la suite u est croissante
(resp. décroissante). Cela résulte du petit calcul suivant

Vn €N, upy1 — uy = f(u,) —u, =0 (resp. <0)

1.5.3 Convergence

On suppose que Vn € N u,, € (a;b)

u est croissante

1. Si w est majorée (par exemple, si b # +00) alors elle converge.vers un point fixe de f
appartenant a [a; b

2. Si u ne semble pas majorée (par exemple b = +00). On essaie de minorer u par un
nombre m tel qu’il n’existe pas de point fixe pour f sur Uintervalle [m;b] et on utilise le
raisonnement suivant
Vn € N, u, > m. Supposons que la suite u converge vers une limite finie [. Par suite
[ > m et [ est un point fixe de f. Or f ne posséde pas de point fixe [m;b] donc la suite
ne converge pas et puisqu’elle est croissante, elle diverge vers +oo

u est décroissante

1. Si uw est minoré (par exemple, si a # —oo) alors elle converge.vers un point fixe de f
appartenant a [a; b

2. Si u ne semble pas minorée (par exemple a = —o0). On essaie de majorer u par un
nombre M tel qu’il n’existe pas de point fixe pour f sur l'intervalle [a; M| et on utilise le
raisonnement suivant
vn € N, u, < M. Supposons que la suite v converge vers une limite finie [. Par suite
[ < M et [ est un point fixe de f. Or f ne possede pas de point fixe [a; M] donc la suite
ne converge pas et puisqu’elle est croissante, elle diverge vers —oo

Utilisation du TAF A partir de la relation déduite du IAF (voir section 1.5.4), nous pou-
vons appliquer le théoreme d’encadrement :

Méthode 20 Nous avons |u, — a| < k" |ug — «f

Comme lim k"™ =0, alors d’apres le théoréme d’encadrement, lim u,, = «.
n—00 —00

1.5.4 Application du IAF

Montrer que |u,41 — a| < k|u, — «f

Supposons que f soit de classe C'! sur un intervalle stable [a; b] (avec a, b deux nombres réels).
Par conséquent, f possede au moins un point fixe sur le segment [a;b] et Vn € N u,, existe et
up, € [a;bl.

Supposons en outre qu’il existe un nombre réel k € [0; 1] tel que

Vz € [a;b], [f'(x)] < k.
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Soit o un point fixe de f appartenant a [a;b]. Alors la suite u converge vers ce point fixe.

Méthode 21 L’inégalité précédente nous permet d’appliquer [’inégalité des accroissements finis
donc

Vo, y € a;b], [f(2) = f(y)l < ke —yl.

Puisque ¥n € N u,, € [a;b] et o € [a;b] , nous remplagons x par u, ety par o dans l'inégalité
précédente, ce qui nous donnent

Vn €N, [f(un) = f(a)] <klu, —af.
Or f(un) = upy1 et f(a) = a dou

VneN, |ups1 —al < Eklu, —af.

Montrer que |u, — a| < k"|uy — «f
Posons la récurrence

Hy:VneN, |u, —a| <E"|uy— .

o Initialisation :k°|ug — | = |ug — a donc |ug — a| < k°|ug — a| donc Hy est vrai
e Initialisation :Supposons que H, est vrai donc

lun, — o < K" |ug — .

Or on a
[uni1 — o] < klu, —af.

donc
[t —af <k xE"|ug —a| = k" ug — a

ce qui montre que H,.1 est vrai
e Par conséquent Yn € N, ‘H,, est vrat
Puisque |k| < 1, la suite géométrique (k™),>o converge vers 0 et l’inégalité

lun, — o < K" |ug — af .

montre que la suite u converge vers «. En particulier, on constate que la fonction f ne
posséde alors qu’un seul point fize

1.5.5 Programmation en Python

La programmation d’une suite récurrente est la plus CLASSIQUE. vous devez la connaitre.
Voici que l'intérieur du programme pour une suite définie par u,.1 = f(u,) et u,, = £.
u=/
n=no
while TEST :
u=f(u)
n=n+1
La valeur de TEST dépendant de la question posée, vous la remplacer par ce qui suit si on on
demande de :
e Calculer le terme uy : TEST=" n<N"
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o Déterminer n tel que u,, > M : TEST=" u<M"
e Déterminer une valeur de o & EPS apres un IAF :
Le IAF vous a donné : |u,, — a| < k™ dans la question précédente. Résoudre k" <ESP<
In(EPS)

Z Tnh)
Et alors TEST=" n<1n(EPS)/1n(k)"

2 Les suites implicites : f(u,) = a, ou f,(u,) =0

2.1 Existence de u,, sur [

Pour montrer I'existence et I'unicité de u,, il faut pour cela étudier la fonction f ou f, sur [
et utiliser le théoreme de bijection pour soit a,, € f(I) soit 0 € f,, ().

Exemple 74 Soit f,, : 2+ 2% +nx + 1

Montrer qu’il existe une unique suite (u,) € [—1; 0] telle que f,(u,) = 0.
fn est C* sur [—1;0] et pour tout x € [—1;0], f/(z) =5z* +n >0

Donc f,, est continue et strictement croissante sur [—1;0].

D’apres le théoreme de bijection, f, est une bijection de [—1;0] dans [—n; 1]
Donc Flu, € [-1;0] tel que f,(u,) =0

2.2 Monotonie
Pour f,(u,) =0:

Méthode 22 Pour f(un) = ay, :
On détermine le signe de fni1(x) — fn(x).
o Si frnp1(w) = fulx) 20 Méthode 23
Pour x = u,, nous avons fni1(un) — | On compare ap.1 et a,.
Jn(uy) = 0. o Siany > ay
Or fu(un) =0, d’ot fry1(u,) = 0. On a alors f(uny1) = fluy).
Comme fry1(Uny1) = 0, (foy1(un) > Or f est croissante (resp. décrois-
frs1(tni1) sante).
Or fni1 est croissante (resp. décrois- Donc U1 = Uy, (T€SP. Upiy < Up)
sante).
Done u, = upyq (resp. up < Upi1)
o Si fura(x) — fulz) <O o Siani < ay
Pour © = u,, nous avons f,.1(u,) — On a alors f(uni1) < f(uy).
Jn(un) < 0. Or f est croissante (resp. décrois-
Or fn(un) = O, d’ou fnJrl(un) < 0. Sante).
Comme fni1(tny1) = 0, (fur1(un) < Donc upi1 < Uy (T€SP. Upiq = Uy)
fn—i—l(un-i-l)
Or fni1 est croissante (resp. décrois-
sante).

Done u, < Upyr (T€SP. Up = Upi1)

Exemple 75 Pour I’exemple précédent,
Vo € [-1;0], fos1(z) — fo(@) =2+ (n+Dx+1— (2% +nz+1)=2<0
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Ainsi pour & = u,, foi1(u,) —0<0.
OF fupt(ttni1) = 0

Par conséquent, f,11(t,) < far1(Uni1)
Or f,41 est croissante sur [—1;0]
Donc u, < tUpiq

(uy) est croissante.

2.3 Encadrement de la suite u,

On veut montrer dans cette question que a < u, < b.

Méthode 24 La méthode se faite en deux étapes :

1. On calcule les images par f (ou f,) de a,u,, etb.
f@)=o flw) = i fB)=...

2. On compare les trois résultats précédents et on utilise la monotonie de f (ou f,)

Rédaction 6 On obtient f(a) < f(u,) < f(b) (resp. f(b) < f(u,) < f(a)).
Or f est croissante (resp. décroissante) sur I et a,b,u, € I.
Alors a < u, <b.

Exemple 76 Pour I'’exemple précédent, montrer que —— < u,, <0
n

On a f, (—%) = —% <0, folu,)=0cet f,(0)=1>0

Ainsi , (—%) < fulttn < fu(0)

Or f, est croissante sur [—1; 0]

1
Donc —— < u,, <0
n

2.4 Convergence

On peut le faire de deux fagons suivant les questions précédentes :
o Par encadrement : Il suffit d’utiliser le théoréme d’encadrement
e Par le théoréme de la borne sup : On démontrer la convergence de la suite vers un réel
que l'on note ¢ € [ en montrant que (u,) croissante et majorée (ou décroissante et
minorée)
Pour calculer la limite, on part de 'expression f,(u,) =0 ou f(u,) = a,. On s’arrange
pour que rien ne puisse tendre vers oo et on passe a la limite.

Exemple 77 Pour I'exemple précédent, on a montré que (u,) est croissante et majorée par 0
Donc (u,,) converge vers ¢ € [—1;0]

De plus f,(u,) = ud +nu, +1=0

Ainsi Lu? +u, + £ =0

En passant a la limite, 0 +/+0=0

Donc IJHE U, =0
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2.5 Développement asymptotique

On cherche un développement en +oo de la suite implicite en o (n%) :

On part de l'expression f,(u,) =0 ou f(u,) = a, et on isole un u,, por obtenir u, = g,(u,)
Comme u,, — ¢, on peut écrire u,, = ¢ 4 o(1) et faire un DL de g,,(¢ + o(1))

Cela donne un DL d’ordre supérieur a v, =+ ...+ o0 (#)

On réitere le DL de g, (6 +...4o0 (n%)) jsuqu’a obtenir l'ordre souhaité.

Exemple 78 Pour l'exemple précédent, donner un développement asymptotique de wu, en
o (7) -

On a f,(u,) =u’ +nu, +1=0

Ainsi u,, = —+ul + &

Or 1—&1—201 u, = 0, c’est-a-dire u,, = o(1)

1 1 1 1
Par conséquent, u, = ——(0(1))° + — = = + o0 (—)
n

1 1/1 1\\*> 1 1
Onréitéreun:———(——i-o(—)) =——5(1+0(1)y==—%+0(%)
n n n n

De méme

Sl 3= 31

Unp

3 Etude générale d’une suite

3.1 Monotonie d’une suite

On étudie en générale le signe de wu, 1 — uy,.
Un+1 . .
uniquement si vous avez prouvez que u, > 0, pour

Vous pouvez aussi faire le quotient
n
tout n.

3.2 Convergence d’une suite

Cette question se passe principalement sur la question précédente de 1’énoncé :
Vous avez montrer déja que la suite est monotone ou majorée ou bornée
On utilise le théoreme de convergence.

Théoréme 4 e (u,) est une suite croissante en majorée par ..., alors la suite (u,) est
convergente.
e (uy) est une suite décroissante et minorée par ..., alors la suite (u,) est convergente.

Vous avez montrer un encadrement de u,, — a dans la question précédente
Vous devez utilisez le theoréeme d’encadrement.
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Méthode 25 On a v, < u, — a < w,.
Or lim v, = lim w,, = 4.
n—oo n—oo

D’apres le théoréeme d’encadrement lim u,, — o = /.
n—oo

3.2.1 Déterminer un équivalent de u, ou n“u,

Vous devez vous référer a la derniere relation sur wu, ou le dernier encadrement de wu, que
I’énoncé vous demande de prouver.

Le dernier élément déterminé est une relation

Méthode 26 o Vous faites apparaitre u, = ... ou n“u, = ... a partir de cette relation.
e Vous déterminer enfin un équivalents des .. ..

Le dernier élément déterminé est un encadrement

Méthode 27 1. Faire apparaitre ... < u, < ... ou ... < nu, < ... da partir de cette
encadrement.

2. Chercher un équivalent de la partie a droite et a gauche de ’encadrement et vous devez

trouver le méme équivalent v,,.
(0%

_ u n“u
3. Calculer ensuite des encadrements du 1., un encadrement de — ou .
Un Un
4. Utiliser le théoréeme d’encadrement
s . N Lo , . Up .Uy,
Rédaction 7 D’aprés le théoréme d’encadrement, lim — =1 (resp. lim =1).
n—00 U, n—oo  Up

Un,
Donc u,, ~ v, (resp. u, ~ —a)
0o oo 1

4 Somme et série

4.1 Somme

Il n’y a que deux méthodes de calcul de somme que vous connaissez. Le cacul direct avec des
sommes de références et 'effet domino.

4.1.1 Sommes de référence

Proposition 26 Les sommes de référence sont :

n +1) 2
S5
"k_nm+n k=0 2
— 5 ,
k=0 leq—p+1
k=p
& nn+1)(2n+1 u 1— g™t
k=0 k=0
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k; (k) a"b"* = (a +b)"

Méthode 28 On s’intéresse a S,, on la décompose pour faire apparaitre des séries de réfé-
rences (attention, les sommes de références commence a 0).
Vous devez développer 'expression et regrouper ce qui se ressemble ensemble (les puissances avec
les puissances, les polynomes avec les polyndomes, ...) et simplifier les expressions au maximum.
Deuz prinicpes principaus :

e La somme d’une somme et la somme des sommes

e Tout ce qui ne dépend pas de l'indice d’un produit de [’expression, on le sort de la somme.
Ensuite, vous devez d’abord faire apparaitre ’expression des sommes de référence. Puis vous
gérez les bords de votre somme.

n l_qn—p+1 .
S
—q

k=p

n 3n k k32l€+1
Exemple 79 On considere la somme S,, = Z < — )

k k—2
= 2 9
n—1 n—1 n—1 n—1
3n7k k32k+1 1 1
Sn = 5~ D o = 23 o — Dk
k=2 k=2 k=2 k=2
n—1 1 n—1 1 n—1 1 n—1
_ n 2\ k n
= 3D o 2T KGN =3 g — 2Tk
k=2 k=2 k=2 k=
n—1 —

4.1.2 Effet domino ou somme télescopique
On doit se trouver dans le cas u,, = a,41 — @, OU U, = Qlpi1 + Bay, +ya,_1 avec a+ [+ = 0.
La méthode est :

Etape 1 : remplacer u, par son expression et séparer les sommes (somme d’une somme est la somme
des sommes et tout ce qui ne dépend pas de l'indice, on le sort)

Etape 2 : Effectuer des changements d’indice pour que 'expression dans les sommes soit la méme
partout.

Etape 3 : Trouver les indices communs a toutes les sommes et découper les sommes pour faire
apparaitre ses indices communs.

Etape 4 : Il ne reste plus que ce qui n’est pas commun, le simplifier.

Cas particulier : Décomposition en facteur premier

b(n)
Q(n)’ ,

p
Alors on factorise Q(n) = H n—n;) et alors u, = Z
=1

i=1

Méthode 29 Siu, = avec deg(P) < deg(Q) — 1.

et on détermine a; par identifi-
n-—mn;

cation.
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N
Exemple 80 On veut SN:Zuk Soit u, = —— pour n > 2.
k=2
Alors n? —=1=(n—1)(n+1) et u, = ;%5 + 5.
a b _ a(n+l)4+b(n—1) _ (a+b)n+(a—b) D a+b=0 ) 5 di _ 1 h = 1
ot = 7 = T . Donc w— b1 ,cest adirea =3 et b= —3.
Doncunzﬁ—%fl
Et
N N N N
1/2 1/2 1 1 1 1
S —= — _— = — - - -
DD D) e S TS kD Dy kD D ey
k=2 k=2 k=2 k=2
pour j +1=n—1, c’est-a-dire j = n — 2
I 1 1% 1
24 j+1 24 k+1
_1]§1+1+1 1N‘21+1+1
C2\4&J+l 041 1+41) 2\&k+l N-1+1 N+l
P YA AU S S S B 1
N 2) 2\N N+1) 4 2N 2(N+1)
4.1.3 Inversion du symbole somme
n b a B
Nous travaillons sur Z Z f(i,7) et nous voulons I’écrire de la forme Z Z f@i, 7).
=0 j=a; J=p i=q;

o Meéthode cas simple : Dans le cas ou a; et b; sont simplement ¢, n ou un nombre 0, 1,

On crée un systeme formé des deux encadrements, puis on regroupe ce systeme en une
seule expression pour le récrire en systéme en inversant les role de ¢ et j

Exemple 81 iif(z,j)

i=1 j=i
. " . S
Le systeme des conditions des indices sont : < =
1SS
On peut simplifier I'expression par 1 <1< j < n
En inversant les indices ¢ et j, on obtient

n  plus grand intervalle possible
J

plus petit intervalle possible
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o Méthode graphique : Sur un dessin du plan a double entrée, vous placez les points de
coordonnées (i, ) donner dans la premiére somme. Pour cela, on trace les droites donner
par les bords et on hachure la partie qui nous intéresse (c’est-a-dire entre les droites de
i =0 et i = n horizontalement et entre les droites j = a; et j = b; verticalement).

On prend ensuite les variations minimale et maximale de I'autre variable j (verticale-
ment), et on cherche les droites encadrant la valeur hachurée (horizontalement). Si il y

en a plusieurs possibilités, on découpe la somme en ¢ suivant chaque possibilités.
i=n j=n

Exemple 82 Considérons S,, = Z Z Z Z 3G+ 1)

=1 j=1

On va tracer les droitest =1,i=mn, j =1 et
j=n.
On colorie (ou hachure) la partie qui nous
intéresse.
On cherche les valeurs extremes de j ici de
j=laj=n
Puls celle de 7 entre deux droites ici de i =1
ai=j.
On obtient
n 7 .9 n
1 1
Sp o= > Y =y
Hmi0+D HmIG+)
S U T 1
= )= = - 1 =
2GiTE =32 it 52
Jj=1 Jj=1 j=1

4.1.4 Sommation par paquets

On s’intéresse a Z f(i,7) avec f(i,j) =

J=1

a;; sion aune condition entre i et j
b;;  sinon

n

Alors, on découpe la somme Z suivant la condition de f(i,7) pour remplacer la focntion par

j=1
son expression.
xy siz < &
Exemple 83 Soit f(z,y) = Z; , calculer S, = ZZf i,7)
x*  sinon Pt

Su = > (Z f(i,j)> =2 (Z FaN+ f(i,j))

j=i+1

_ S (;UJF Xn: F) :i<iij+i2 Xn: 1)

i=1 j=i+1 i=1 j=1 j=i+1
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~ (a1, - 2 L.
Sy, = - = )i — =43
; ( 5 +i*(n z)) 2 ((n—{— 2)2 5
B Ilixmy Ix=s nn+1D@2n+1)2  n?(n+1)32
RSP PP o
4.2 Séries de référence
Serie Converge Somme
1
— Converge si o > 1 ?
n>1
1 X
Z q" Converge si |q| < 1 2= Zq”
n=0 —q n=0
q R
an” Converge si |q| < 1 . 5 = an"
n>0 ( B q) n=0
1) =
Zan” Converge si |q| < 1 alg + 2 = an”
n>0 <1 B q) n=0
x" X 2"
Z — Converge pour x € R e’ = —
n! n!
n=>0 n=0
%" o o
Z ) Converge pour z € R ch(z) = Z o)
n=0 n=0
p2ntl foo ol
Converge pour x € R sh(z) =
— (20 1 1)! 86 P (z) 2o (2n+1)!
—1\ngp2n +0o 1\ g2n
Z (=1) f Converge pour z € R cos(z) = (=1 a';
= (2n) — (2n)!
(_l)nx2n+1 + (_l)nx2n+1
Converge pour z € R sin(z) =
; 2n + 1) &6 P () ; 2n + 1)
" +oo "
Z —~ Converge pour = € R e’ = —~
n>0 " . n=0 s
1)y
Z (=)™ Converge pour z €] — 1;1] In(1+ z)
n=1 n
T Converge pour z €] — 1;1] —In(1 —x)
n
n>1
(_1)nl.2n+1
Z 5 1 Converge pour z € R Arctan(z)
n=1 n +
1)
Z (=1 Converge —In2
n
n=1
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4.3 Convergence d’une série

4.3.1 En étudiant une suite

N
On peut étudier la série Z u, en étudiant la suite (Sy = Z uy) comme dans la section 3.
n=0 k=0

4.3.2 Critére de Riemann

On peut le résumer a ceci :
e Sin%u, — 0 avec a > 1 alors Zun converge.
> n=>0
o Sin%u, /— 0 avec a < 1 alors Zun diverge.
o0

n=0

Remarque 46 Dans la pratique, on regarde ce qui impose sa limite.
« Si on pense que la série converge (n”, avec 3 > 1 ou type exponentiel qui impose la
limite)
— Si n® impose sa limite, on choisit o = #
— Sinon, prendre a = 2.
e Sion pense que la série diverge, prendre o« = 1.
, puis a = 3/2 pour la convergence et si cela ne marche pas alors on teste pour = 1 pour la
divergence.

Rédaction 8

. 1
Convergence : lim n’u, =0, alors lun| =0 (—12) et E — converge.
g ’ n 2
n—-4o00 = n
nz

Ainsi par critére de comparaison des série a termes positifs, 5 u, est absolument
n=>1
convergente.

Donc E U, converge.

n=1

Divergence :

1
— lim nwu, = 400, alors AN > 0,YVn > N, u, > % et Z — diverge.
n

n—-+oo
n=>1

Ainsi par critére de comparaison des série d termes positifs, E u, diverge.

n=1
1 10
Exemple 84 Nature de la série Z n—gn)
n>1 n
On a n%/? —lnl;(") = _lnnlf/(g) 0
In'(n) 1 1
alors —n =0 (W) et ; R converge.

10
Ainsi par critere de comparaison des série a termes positifs, ——— est convergente.
n
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4.4 Etude pratique de la convergence d’une série

:
i #0

La série diverge

Calculer lim u,,
—+00

On regarde le signe de u,

limu, =0
“+o0

P—

(u,) change de signe /
On étudie Z |u,| des le départ

n=0

u, = 0 pour n > ng
(no n’est pas forcément le premier terme)
On cherche I'équivalent de u,,

E |u,| diverge
n=0
On ne peut rien dire

Z |u,| converge

n=0
alors g U, converge

n=0

L’équivalent est
une fonction de référence
Conclure

4.4.1 Critére de d’Alembert

L’équivalent n’est pas
une fonction de référence
Appliquer
le critere de Riemann

Un autre critere est tres utilisé en deuxieme année pour les séries entieres

Pour cela, on calcul lim

Il y a trois cas :

Un+1
Unp

n—-+o0o

=/ecRU+o00

e Sil <1, alors Zun converge absolument.

e Sif>1, alors Z u, n'est pas absolument convergente.

e Si ¢ =1, on ne peut rien dire.
Ce critere est moins précis que le critere de Riemann mais il est plus pratique si u, n’est formé
que de produit, de puissance et de factoriel.

4.4.2 Utilisation particuliere de la convergence de série

On peut montrer la convergence de suite (u,) en utilisant les outils de convergences des séries.

Pour cela on considére la série E (Ung1 — Up).

n=0

n
La somme partiel de cette série est E (Ups1 — U) = Upy1 — up. Donc si la série converge alors

k=0

(un — up) aussi et donc (u,) converge.

1
Exemple 85 Montrer que Z = Inn+~+o(1)
k=1

"1
Posons u,, = Inn — Z z
k=1
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On a

1 "1
Ups1 — U, = In(n+1)— %—<lnn— 1%)

11 1 1 1 1+ 1
2n2 n? n n n

11
Or Z 52 converge.

n>1

Par criteére d’équivalence des séries a temres positifs, g (Upy1 — uy,) converge

n=1
n—1

Or Z<uk+1 — Ug) = Uy — Uy
k=1
Donc (u,,) converge.
1
Alors J tel que ; 7= Inn+ v+ o(1)

4.5 Calcul d’une série
4.5.1 Choix de la méthode

On considérant v,, I’équivalent de wu,,.
e Si un factoriel impose sa limite dans v,, on fera un calcul direct en faisant apparaitre
des séries de type exponentiel (exp, cos, sin, ch, sh)
e Siun ¢" impose sa limite dans v,,, on fera un calcul direct en faisant apparaitre des séries
géométrique et dérivées (voire des séries de type logarithmique (Arctan,ln) si on a des
fractions rationnelles).

 Siun — impose sa limite dans v,, on fera une somme télescopique a partir de la somme
n

partielle.

4.5.2 Calcul direct

Méthode 30 On s’intéresse a S,, on la décompose pour faire apparaitre des séries de réfé-
rences (attention, les séries de références commence a 0) puis on passe a la limite.

n3"

1
Exemple 86 On considere la série Z 32—n =

n>2
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n 3 k n 1 k
Comme [3/5] < 1 et [1/2] < 1, alors Zk (5) et (5) convergent.
k=0 k=0

Donc Z 3— - — converge et vaut, par passage a la limite :
n=2

n=2
Remarque 47 Cette méthode est tres utiliser dans le calcul de variance ou d’espérance de
variable aléatoire discréete.
4.5.3 Somme télescopique ou effet domino

On doit se trouver dans le cas u, = a,11 — Gy.
Rédaction 9 On a u, = a,+1 — a,. Donc

S, = Zuk Z%H—Z
k=0

k=0
(a1+a2+a3+---+an_1—I—an—i—anH)—(a0+a1+a2+"-+an_2+an_1+an

= QAp+1 — Qn

Il ne reste plus qu’a calculer la limite de a,, pour trouver la convergence et la somme de E Uy,
n=0

Cas particulier : Décomposition en éléments simples

Méthode 31 Siu, = Pgn; avec deg(P) < deg(Q) — 1.

p

P
aA
Alors on factorise Q(n) = H n—n;) et alors u, = Z ' et on détermine a; par identifi-
n —n;
i=1 =1
cation.
Exemple 87 Soit u, = —— pour n > 2.
Alors n* — 1= (n — 1)(n+ 1) et u, = 45 + nL-l-l
b(n— b)n-+(a—b a+b=0 < g
n+1 — a(”+i)2+_1(” D _ (ot T):;J_rga ). Donc {a ey cest a dire a = 1 et b= —1.
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1/2 1/2

Donc u, = -5 — -5

1 n+1
Et

Sy =

k=2

12\ i 1/2
k1
N

) pour j —1=k+1
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Dix-septieme partie

Analyse N°3 : Intégration

1 Equation différentielle d’ordre 1

Définition 46
e Soienta,b et f des applications continues de I dans K, on appelle équation différentielles
linéaire du premier ordre toute équation du type

a(z)y'(x) + b(x)y(z) = f(z), =€l (E)

e On appelle équation équation homogéne associée a (E), ou équation sans second membre,
l’équation différentielle linéaire du premier ordre définie par

a(z)y'(x) + b(x)y(z) =0, =ze€l. (Eo)

1.1 Equation homogene :

Rédaction type :

b(x)

a()
primitive x — A(zx).
Les solutions sur I de I’équation homogene associée a (£) sont de la forme x +— Aexp(A(z))
avec A € R.

Sur I (intervalle ot a ne s’annule pas), la fonction = — — est continue et admet pour

Remarque 48

b(x)
a(x)

1. Ne pas oublier le — dans la fonction x — —

! b(x
Pour cela, il vous suffit de calculer a partir de (Ejy) la formule ¥y _ —%.
Y a(x
2. 11 faut que I soit un intervalle et non une union d’intervalle (R*, par exemple, n’est pas

valable)

3. Le calcul de primitive se fait comme dans le chapitre 00 en testant les conseils suivant

dans 'ordre : /

« D’abord essayer de trouver une forme classique de dérivée en particulier —
u

b(x

e« Si— E )) est le quotient de deux polyndmes, appliquer une décomposition en éléments
a(x
simples.

b(x)

e Si —(—) possede des polyndémes avec du In ou de I'exponentiel, faire une IPP.
a(x

Pour rappel : on dérive les In et on primitive les exp.

1.2 Détermination de solutions particuliéres

Pour rechercher une solution particuliere, vous devez tester les méthodes suivantes dans 1’ordre :
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1.2.1 Solutions évidentes

Considérons 'EDL :
a(z)y'(z) + b(x)y(z) = f(z), z€l
Rechercher une solution évidente n’est pas quelque chose de si simple contrairement a son nom.
Il y a deux cas :
e La recherche d’une solution constante.
Pour cela on pose ' = 0 et on résoud 'EDL comme une équation en y, si on obtient
une constante pour y alors la fonction constante correspondant est la solution évidente.
o La recherche de solution polynomiale Uniquement dans le cas ou a,b et f sont des
fonctions poylomiales.
On cherche alors un polynéme de degré deg(f) ou deg(f) + 1.
On pose y(z) = a,x¥8+ 4 ... 4 g4 et on injecte ensuite dans 'EDL. Puis par identi-
fication, on trouve un systéeme en a; que I'on résoud.

Exemple 88 ty/ — 2y =t+1

On pose Vt € R, y,(t) = at® + bt + ¢, a,b,c € R

yp est dérivable sur R et V& € R,y (t) = 2at + b

Dans I'équation différentielle, on a t(2at +b) — 2(at?* + bt +¢) =t + 1< —bt +2c=t+1
Ainsi,ona b= —1et c= %, on peut prendre a = 0.

Une solution particuliere est Vt € R, y,(t) = —t + 3

1.2.2 Solution particuliere pour des EDL a coefficients constants

Cette technique ne s’applique que dans le cas ou a et b sont des fonctions constantes et f
s’écrit :

n
Ve eR, f(x)= Z Pi(x)e*®, ou P; est un polynome.
i=1
La méthode est de chercher une solution particuliere y,, pour chaque x — P;(z)e*?".
n

La solution particulicre globale est y, = Z Yp,

i=1

Remarque 49 Si vous avez un élément de la forme P;(x)e® cos(f;x) ou P;(x)e®* sin(f;z),
alors on va passer en complexe et chercher une solution particuliere y. pour R'(:z:)e(ai*wi)”" puis
prendre y, = Re(y.) (pour le cos) ou y, = Im(y.) (pour le sin).

Résolution de ay’ + by = P;(x)e™*”

On considere 'équation caractéristique de cette EDL qui est ar +b =10
« Siq est solution des ar + b = 0, on pose y,(z) = 2Q(z)e** avec deg(Q) = deg(P;)
« Sinon, on pose y,(z) = Q(x)e*™ avec deg(Q) = deg(P;)

Exemple 89 On cherche un solution particuliere de y' +y = e~ + ¢ sin(¢)
o Considérons 3/ +y = e~ *
L’équation caractéristique est r +1 = 0 et —1 est racine.
On pose Vt € R, y,, (t) = tae™" avec a € R.
Yp, est dérivable sur R et pour tout t € R, y, (t) = (a — at)e™
Dans I'équation différentielle, on trouve (a — at)e™" + tae™ = e™*
Ainsi a = 1, une solution particuliere est V¢ € R, y,, (t) = te™
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 Considérons y' + y = tsin(¢)

On passe en complexe et on cherche une solution de 3 + vy = te®
L’équation caractéristique est r + 1 = 0 et 7 n’est pas racine.

On pose Vt € R, y.(t) = (at + b)e" avec a,b € C.

Y. est dérivable sur R et pour tout t € R, y.(t) = (a + ait + bi)e®

Dans I’équation différentielle, on trouve (a + iat +ib)e™" + (at + b)e™" = te®
(a(l+9)t+ (a+ (L4 1i)b))e™ = te

Par identification, a(1 +i)=1let a+ (14+:)b=0

Donc a=1(1—1i) et b=—1i

On obtient Vt € R,

ye(t) = (%(1 — i)t — %z) et = <%(1 — i)t — %z) (cost +isint)

= 175 t—i—lt 'nt—l—1 int—+1 125 t L t—l—lt int
5 coS 5 1 281 1 5 0 5 o 5 si

On a yp, = I'm(y.)
Donc pour tout z € R, y,,(z) = —3tcost — L cost + stsint

On en conclut que pour tout x € R, y,(z) = te™" — %t cost —

2coszf—l— %tsint

1.2.3 Variation de la constante

Pour effectuer la méthode de la variation de la constante, il est nécessaire de connaitre la forme
de la solution de I'équation différentielle homogene assoiciée x — A fy(x) avec A € R.
La méthode est la suivante :

Etape 1 : On rédige de la maniere suivante :

Etape 2 :

Posons Vz € I, y,(z) = A(z) fo(z), avec A C* sur I.

yp est dérivable sur / comme produite de fonction dérivable sur I

Veel, y,()z=...

En injectant dans 1’équation différentielle

Calculer ay’ + by = f en remplagant y’ et y par les expressions de y, ci-dessus.

Les termes en A(z) doivent disparaitre (sinon vous avez fait une erreur).
Vous obtenez X (z) = ...

Etape 3 : Déterminer A(z) par les méthode classique de primitive :

/!

. L . 4. u

o D’abord essayer de trouver une forme classique de dérivée en particulier —
U

b(x
e Si —% est le quotient de deux polynomes, appliquer une décomposition en éléments
a(x
simples.
b(x
e Si —Q possede des polynémes avec du In ou de I’exponentiel, faire une IPP.

a()

Pour rappel : on dérive les In et on primitive les exp.

Etape 4 : Bien reprendre l'expression de y,(z) = A(z) fo(z) pour obtenir la solution particuliere.
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1.3 Extension des équations différentielles
1.3.1 Probleme de Cauchy

Un probléme de Cauchy correspond a une EDL (FE) et d'une condition "initiale" y(x¢) = yo.
La méthode :

Etape 1 : Résoudre 'EDL en choisissant l'intervalle I tel que zq € 1.

Etape 2 : Déterminer le parametre A de 'EDLH a l'aide de la condition initiale y(x¢) = ypo.

1.3.2 Recollement

Un probleéme de recollement correspond a résoudre une EDL (E) sur un intervalle I tel que la
fonction a s’annule en zg € I.
La méthode est la suivante :

Etape 1 : Résoudre 'EDL sur les deux intervalles de I — {z(} a l'aide de parameétres différents sur

chaque intervalle.

Etape 2 : Déterminer lim y(z) a l'aide de son parametre et lim y(x) aussi.

a:—)xo .Z‘—>LUO

Il faut que lim y(z) = lim y(z) = ¢ € R. Cela donne des conditions sur les parametres.
T T—=T(

On pose alors y(zg) = /.

Etape 3 : Déterminer lim y'(z)a laide de son parameétre et lim 3'(z)aussi.

T—=xy Ty
Il faut que lim ¢/(z) = lim ¢'(z) € R.
T—=T T—=Ty

Nouvelles conditions sur les parametres.

Etape 4 : Regrouper les conditions et déterminer les parametres.

2 Equation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants

Définition 47
e On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 tout équation différentielle du type

ay' +by +ecy=f (E)

ot (a,b,c) € K> avec a # 0. Et f est une fonction continue sur un intervalle I de R.
e On appelle équation équation homogéne associée a (E), ou équation sans second membre,
l’équation différentielle linéaire du second ordre définie par

ay” + by’ + cy = 0. (Ex)
2.1 Equation homogeéne :
Définition 48 On appelle équation caractéristique associée a (F), l’équation du second degré

ar? +br +c¢ = 0.
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2.1.1 Résolution dans C

Proposition 27 Soit So(C) l'ensemble des solutions a valeurs complezes de (Eg).
o Si l’équation caractéristique admet deux racines distinctes r1,rs, alors

&:{%{1_’ c , @me@}

r = e 4 pe™”

e Si l’équation caractéristique admet une racine double r, alors

&:{y{l‘* c (mme@}

r = (A4 px)e™

2.1.2 Résolution dans R

Proposition 28 Soient (a,b,c) € R® et Sy(R) l'ensemble des solutions a valeurs réelles de
(En).
e Si l’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r1,rs, alors

&z{y{[" R , @mew}

x = Ae"T + pe®

e Si l'équation caractéristique admet une racine double r (nécessairement réelle), alors

I U A R 9
SO_{y{$ — ()\—i—,ux)em ) <>\7M)€R}

e Si I’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées o + i3, alors

S_{y{i " (heos(B) +I[isin(5x))€°“ | (A””EN}‘

Remarque 50 On peut retrouver les deux générateurs de la formule avec des racines complexes
en partant des soultions sur R

En effet, e@t8)t = eateibt — eot(cos(Bt) + i sin(Bt)

Ainsi, on remarque que les deux générateurs sont simplement les parties rélles et imaginaires
des solutions complexes.

2.2 Reésolution de I’équation avec second membre
2.2.1 Résolution dans C

On se restreint a des seconds membres sous la forme f(t) = Ze“kth(t), avec oy, € C et
K

P, € CIX].
On utilise le principe de superposition pour obtenir une solution particuliere de (E) sous la

forme y, = Z Y ol Yy est solution particuliere de I’équation (F) avec second membre fi(t) =
k
eaktpk (t)
Méthode de recherche de solution particuliere y; :
o Siay, n'est pas racine de I'équation caractéristique, yy(t) = Qx(t)e*" ot deg Qr = deg Fy.
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o Si qy est racine simple de I’équation caractéristique,yy(t) = t.Qx(t)e“ " ou deg Q) =
deg Pj.

o Si a4, est racine double de 1'équation caractéristique, yp(t) = t2.Qr(t)e™* ot deg Qr =
deg Py.

o Cette méthode est aussi valable pour la recherche de solution particuliere d’équation

b
différentielle linéaire a coefficients constant d’ordre 1 ay’ + by = f. la racine est —— et
a

elle ne peut pas étre double.
e Dans le cadre d’une racine double «, on peut utiliser la méthode de variation de la
constante en posant y, = A(t)e* et chercher \.

2.2.2 Résolution dans R
Sif= Z fx, on utilise de méme le principe de superposition.

1. Si fi(t) = e™'Py(t) avec o € R et P € R[X], on utilise la méme méthode que dans C.

2. Si fi(t) = e’ cos(apt) Pp(t) ou fi(t) = erlsin(ayt) Pi(t) avec ag, By € R et P € R[X].
On transforme le f; en complexe par Fj, = e(®+x)tP () et on applique les méthodes
complexes pour trouver Y.

Puis on revient en réelle en écrivant pour cos : y,(t) = Re(Y,(t)) =

sin : y,(t) = Im(Y,(t)) = M

(n’oubliez pas d’écrire et = efit cos(ayt) + ie sin(agt) pour trouver les formes
imaginaires ou réelles).

Y, (1) + Y, (t
AGED AP

2.2.3 Meéthode de la variation de la constante

Dans le cas ou I'équation caractéristique admet une seule racine r, la solution homogene est
yo(x) = (azx + b)e™

Pour chercher une solution particuliére, on peut poser y,(x) = A(x)e™ avec une fonction A C?
sur 'intervalle d’étude.

2.3 Changement de variable dans une équation différentielle

Si I’énoncé demande de changer de variable (t = ¢(x) pour une équation différentielle a(x)y” +
b(x)y + c(x) = d(x), il est nécessaire de changer aussi le nom de la fonction, c’est-a-dire, on
pose y(z) = 2(t) = z(p(z))

On dérive les expressions a l'aide de (f o g) = ¢ x f' o g puis on injecte dans 1’équation
différentielle.

Exemple 90 Soit 'EDL 2%y + 2y’ +y =0

Résoudre 'EDL sur R? a l'aide du changement de variable ¢ = Inxz
Posons ¢g(t) = y(x)

On aVz >0, y(z) = g(Inz)

y est C? sur R et pour tout z > 0,

1 1 1
y(z) = Eg’ﬂn z) et y'(x) = —ﬁg’(ln r) + ;g”(ln )
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En injectant dans I’équation différentielle,

1 1 1
72 (_;gl(ln ) + Pg”(ln x)) +x (—g’(ln :c)) +g(lnz) =0

T

Soit ¢" +¢g =10

3 Calcul d’intégrales

3.1 Meéthode directe

b
Pour calculer une intégrale / f(t)dt, il suffit de calculer une primitive de f en utilisant les
a

... tables de référence,
Primitive des fonctions de référence

Fonction = — f(x) Intervalle Primitive
zo+ Opération sur les primitives
* ae€R\{-1} R*
a+1
1 /7 ’ . 7z
1 R* ou R* In [z] composée dérivée
xXr + 1, * 1 n+1
exp(ax) wu',n €N nplt
exp(ar) aeC* R — 1
a vu®, o € R —{-1} ut!
a+1
In |z| R* ou R* zln|z| —z o
1 — In |u|
cos(ax) a € R* R ——sin(ax) 4
1@ o x /(W) £l
sin(ax) a€R* R — cos(ax)
a
1
tan(az) a €R* ||-Z+km, T +ka[|—=In|cos(az)|
a

Pour reconnaitre la derniere formule qui généralise toutes les formules. Vous devez regrouper ce
qui se ressemble ensemble (les formes en %, les formes en In z, les formes en €?,...). Déterminer
la forme la plus compliquée et voir si il existe un lien avec une forme f(u) ou 'autre partie est

.

Exemple 91
o f(t)=2tIn(t>+1)
L’expression est déja regroupée, et le facteur le plus compliqué est In(#? + 1). L’autre
facteur 2t est la dérivée de t? + 1
On est de la forme ' In(u)
Une primitive est ¢t — (12 + 1) In(¢* + 1) — (¢* + 1)
2tIn(t* +1
t°+1 o
On regroupe, et on obtient f(t) = o] X In(t? + 1)

t
La forme la plus compliquée est In(t? + 1) et 21 est sa dérive. On est de la forme u'u

Une primitive est ¢ — 1 (In(? + 1))
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o Soit f(t) = 2l

(2 4t+1)5

L’expression est déja regroupé par fonction, I’élément le plus compliqué est la puissance

du dénominateur. On pense alors a la formule u'u
Ansion a f(t) = (2t +1)(#* +t +1)7°, c’est la bonne forme.
Une primitive est ¢ — —3(¢* +t+ 1)

Cas Particulier :Décomposition en éléments simples
On décompose la fraction rationnelle comme pour les séries :

P(t
Méthode 32 Si f(t) = L avec P et () des polynomes.

Q(t)’
P q
Alors on factorise sur R, Q(t) = H(t —t)™ H(t2 + a;t +b;) et alors
i—1 =1
Q5 K ﬁjt + Vi
+;;;;t—¢ z:t2+at+b

avec R(t) =0 si deg(P) < deg(Q) ou deg(R) = deg(P) — deg(Q).

Il reste a déterminer les oy, 3; et v;. Les différentes méthodes sont lidentification, la multi-
plication par un facteur et remplacer t par un racine du facteur, les équivalents, le choix de

certaines valeurs de t,. . .
A wvous de choisir la plus efficase.
Pour calculer une primitive de f, on calcul une primitive de

Bit +
+ZZ t—t ZtQ—gatﬁb

=1 k=1

Pour R(t), on applique les primitives des polynomes.

e Pour i Z’lt K la primitive est oy 1 In|t —t;| (Ne pas oublier la valeur absolue).
e Pour %, k > 2, la primitive est ai’kﬁ(t —t;) 7R L
e Pour ORI on pose u(t) =t* + a;t + b; et déterminer a,b € R tels que
a; J
Bit +y; = au'(t) +b
it ; "(t 1
Alors Bit +7; = au( ) +b . On connait la primitive de
2+ a;t+0b; u(t) u(t)
lle de —
celle de e
1
o Pour —————— de discriminent négatif.
tc + Cljt + bj

, reste a calculer

Mettre t* + a;t + b; sous forme canonique (t + 6)* + w?, puis factoriser le dénominateur

de la fraction par w?.

1 1 1 t+0

On obtient — ——————=— de primitive — Arctan tt+o .
w? t+0 ; w w
1+ (—w )



3 Calcul d’intégrales 108

3.2 Intégration par partie (IPP)

Formulation :

Théoréme 5 Soient u et v deuz fonctions C* sur [a;b] alors

On pourra retenir la formule d’intégration par parties sous la forme abrégée :

/WEﬂM—/wU

Ainsi, l'intégration par partie ramene U'intégration de uv’ a celle de u'v.

Application : On utilise souvent cette méthode quand I'expression sous l'intégrale est de la
forme f(t) x g(t) ou f et g sont de nature différente (polynéme, exponentielle, logarithme).
un des deux f ou g peuvent disparaitre par dérivation (le logarithme en priorité, les polynémes
en dérivant plusieurs fois et en dernier I'exponentielle), Supposons que ce soit f, alors le g sera
a peu pres v/, il sera peut-étre prendre un morceau de f si on a g(t) = h'(w) et qu’il manque
Iexpression de w’ pour avoir la primitive. Le reste sera le u de I'expression.

Exemple 92
1
/ e’ dt : On ne peut pas faire disparaitre ’exponentielle par dérivation, mais il me
0

. . oy 2
manque 2t pour faire la primitive de e
Dans ce cas on pose :

3
u:é—t:%tz u =t

2 2
v=¢el v = 2tet

1 1 ! 1 1 1 .]" 1
Ainsi / Beldt = | =12 | — / tel’dt = —e — |=e’| ==
o 2 . Jo 2 27 |, 2

b
/ P(t)e™dt : avec P un polynome et a une constante.
a

Dans ce cas on pose :

u = P(t) u' = P'(t)
v = leat v = eat

Remarque 51 On effectue autant d’IPP nécessaire que le degré de P

b
/ P(t)In(Q(t))dt : avec P et @ sont des polynomes.

Dans ce cas on pose :
u=n(Q(t)) o' = &
v=... v = P(t)
Apres avoir fait cette IPP, on effectue une décomposition en éléments simples.

3.3 Changement de variable

Théoréme 6 Soient f une fonction intégrable sur [a;b] et u une fonction C sur [a;b] telle
que u([o; B]) C |a; b] alors on a

u(B) B
z)dr = w(t)u (t)d
A®ﬂ> qum<wt
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Méthode 33 FEn pratique, quand on fait un changement de variable pour calculer une intégrale

du type / f)dt il existe deux cas suivant le changement de variable que 'on vous donne :

. Leachangement de variable est donné par t = g(u) (I’ancienne variable est donnée en
fonction de la nouvelle).
— On dérive lexpression a gauche part et a droite par u, 1dt = ¢'(u)du
— On résoud g(u) = a pour trouver UNE solution u = « (on n’a pas besoin de toutes
les solutions).

— On résoud g(u) = b pour trowver UNE solution u = 3.
B

Alors / F(t)dr = / F(g(u))g (w)du

e Le changement de variable est donné par uw = g(t) (la nouvelle variable est donnée en
fonction de l’ancienne).
— On dérive l'expression a gauche par u et @ droite par t, 1du = ¢'(t)dt
— On calcule o = g(a) et = g(b).
b
t
— Dans / f(t)dt, on fait apparaitre ¢'(t)dt, l'expression & se simplifiant bien pour

g'(t)

a
faire appamitre un F(g(t)) (une expression en g(t)).

Alors / F(t)dt = /BF(u)du

Ou on peut aussi résoudre t = g(u) pour trouvert = G(u) et se ramener au cas précédent.

3.4 Les changment de variables classiques
Voici quelques changements de variables classiques, les connaitre n’est pas obligatoire.
o Pour calculer une primitive d'une fraction rationnelle en cosz et sinx :

= /R(cosx, sinx)dx

— Si R est un polynome, linéariser ou faire apparaitre des termes en cossin® ou sin cos®
(forme en w'u®).
Pour un mondme, sin™(x) cos™(x)

— Si m est impaire, m = 2k + 1, alors sin™(z) cos™(x) = sin(x)(1 — cos?(z))* cos(x).
Reste a développer et primitiver les formes u'u®
— Si n est impaire, n = 2¢ + 1, alors sin™ () cos™(x) = sin™(z)(1 — sin®(z))¢ cos(x).

Reste a développer et primitiver les formes u/u®

— Sin et m sont paire.
On fait d’abort apparaitre sin(a) cos(a) pour le remplacer par i sin(2a) et pour
ce qui reste, on utilise une des formules : sin*(a) = £(1 — cos(2a)) ou cos®(a) =
(1 4 cos(2a)), on développe et on recommence.
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Exemple 93

sin?(x) cos*(x)

sin?(z) cos?(x) cos®(x) = 2 sin?(2x) x %(1 + cos(2x))

1 1
3 sin?(2x) + 3 cos(2x) sin”(2z)

11 1
= =(1 — cos(4x)) + = cos(2x) sin’(27)
82 8
& — 1 cos(da) +  cos(2e) sin’(22)
6~ 1g os(de) + g cos(2z) sin*(2z

Maintenant on peut primitiver I’expression...
— Sinon, appliquer les regles de Bioche, suivantes.
On forme w(z) = R(cosx, sinz)dz. Ne pas oublier le dz dans w(x).
— Si, pour tout z, w(—x) = w(x), on peut faire le changement de variable

t = cosz.

— Si, pour tout z, w(m — x) = w(z), on peut faire le changement de variable

t =sinzx.

— Si, pour tout z, w(m + ) = w(x), on peut faire le changement de variable

t =tanx.

— Sinon, faire le changement de variable

(connaitre les formules de sinx =

t = tan —

1+ 2 1+t

— Pour calculer une primitive d’une fraction rationnelle en chz et shx :

I(x) = /R(Chx,shx)dx

— Si R est un polynome, utiliser la définition des fonctions hyperboliques (ch(z) =

et 4+ e "

et sh(z) = %) puis développer.

—T

— Sinon, appliquer les regles de Bioche, adaptées aux fonctions hyperboliques, sui-

vantes.

Considérer w(x) = R(cosz,sinx)dzx, obtenu en remplagant chz par cosx, et shz
par sinz dans I’énoncé. Ne pas oublier le dr dans w(x).
— Si, pour tout z, w(—z) = w(z), on peut faire le changement de variable

= chz.

— Si, pour tout z, w(m — x) = w(z), on peut faire le changement de variable

t = shzx.



3 Calcul d’intégrales 111

— Sinon, faire le changement de variable u = e*.

— Pour calculer une primitive d’une fonction rationnelle en z et en {/%2t2

cx+d
ar +b
I = | R \ d
(z) / <x, cx—l—d) o

ar + b
Faire le changement de variable ¢ = {/ po——1 qui permet de se ramener au calcul
cr

d’une primitive d’une fonction rationnelle en t.
— Pour calculer une primitive d’une fonction rationnelle en = et en vaxz? + bx + ¢ :

I(x):/R(x,\/m> dx

Mettre le trindme sous forme canonique, pour se ramener, sous le radical, par un
changement de variable affine, a I'une des trois formes :

1+t31 -3 2 — 1.
— Pour calculer / S <t, V1+ t2> dt, faire le changement de variable

t = sh(u)

qui permet de se ramener au calcul d’une primitive d’une fonction rationnelle en
chu et shu.

— Pour calculer / S (t, V1-— t2> dt, faire le changement de variable

t = sin(u)

qui permet de se ramener au calcul d'une primitive d’une fonction rationnelle en
cosu et sinu.

— Pour calculer / S <t, V2 — 1> dt, faire le changement de variable

t = ech(u)

ou & = signe(t), qui permet de se ramener au calcul d’une primitive d’une fonction
rationnelle en chu et shu.

3.5 Relation de Chasles

Proposition 29 (Relation de Chasles) Soit f une fonction intégrable sur un segment [o; (]
et soit a,b, c trois éléments de |«; 5] alors on a

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt

a b a
Par conséquent / f(t)dt =0 et / f(t)dt = —/ f(t)dt
a a b
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Méthode 34 La relation de Chasles s’utilise dans deuz cas :
o St l’expression est donnée par des valeurs absolues, alors on découpe l'intégrale en ajou-
tant les points ot la valeurs absolues s’annulent.
Sur chaque intervalle, on remplace la valeur absolue |f(t)| par —f(t) si f(t) <0 ou f(t)
si f(t) = 0.
fi(t) sit<c
fot) sit>c
On ajoute le point ¢ a laide de la relation de Chasles et on remplace f(t) par fi(t) ou
f2(t) suivant lintervalle.

e Sil’expression de f change sur lintervalle, c-a-d f(t) = {

4 Suites [, définies par une intégrale
I, = /bfn(t)dt

4.1 Monotonie
Méthode 35 On cherche le signe de f,1(t) — fn(t) sur Uintervalle [a;b].
b
Puis on applique la propriété : Sia < b et f(t) > 0 sur [a;b], alors / f(t)dt = 0.

4.2 Relation entre [, et I,

Méthode 36 Ces relations se trouve en effectuant une intégration par partie wvoir sec-
tion 3.2

4.3 Encadrement d’une intégrale

Nous avons plusieurs cas :
bn

f(t)dt : On effectue le tableau de variation de f sur l'intervalle [a,;b,] (en générale la

fonction est monotone et par exemple dans le cas f croissante, f(a,) < f(t) < f(bn).

Apres avoir encadré f(t), on passe a l'intégrale sur [a,; by,).
b
/ fn(t)g(t)dt : Si dans I'encadrement les expressions en n & droite et a gauche des inéga-

lités apparaissent dans f,(t) alors on encadre f,(t) sur [a;b] a 'aide d’'un tableau de
variation, sinon on encadre g(t) sur [a; b].

5 Fonctions définies par une intégrale

5.1 Domaine de définition
()
On considere F(z) = f(t)dt avec D I'ensemble de définition de f.
Pour que f soit définie, il faut que tous les éléments de l'intervalle [u(x); v(x)] soit dans D, c’est
a dire [u(x);v(x)] C D.
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1

Exemple 94 F(z) = / ;dt, Pensemble de définition de ¢ — 1 est R*. Pour que [5;z] C R*,
5

il faut que 0 ¢ [5; 2], c’est a dire x > 0.

v(z)
5.2 signe de F(z) = / f(t)dt
u(z)

On cherche le signe de f sur l'intervalle [u(z);v(x)]. Dans le cas f > 0 :
« Pour z tel que u(z) < v(x), on a F(z) > 0.
o Pour z tel que u(z) > v(x), on a F(x) < 0.

5.3 Parité

v(z)
Pour déterminer la parité de F'(z) = / f(t)dt, on effectue un changement de variable u = —t
(voir 3.3)

5.4 Dérivabilité

Méthode 37 Pour faire cela, on introduit une primitive H de la fonction f sur Dp (sans
calculer H) et on exprime F a l'aide de de H .
Puis on dérive.

2
v 1
Exemple 95 Déterminer la dérivée de F : x +—> / —dt
| « VU +t241
La fonction t — ————— est continue sur R. Elle admet une primitive # C* sur R

th+t24+1
Ainsi Vo € R, F(z) = [H(1)]*" = H(2?) — H(x)

xX
On en déduite que F est C! sur R commpe composées de fonctions C*.

2 1
Bt pour tout x € R, F'(s) = 20H'(a) = H'la) = e =~
x X X X

5.5 Encadrement

v(z)
F(x) = / f(t)dt, on effectue le tableau de variation de f sur l'intervalle [u(z);v(x)] (en
u(z)

générale la fonction est monotone) puis on passe a l'intégrale.

6 Approximation
6.1 Somme de Riemann
Théoréme 7 Si f € C%([a,b],R) et ay,...,a, une subdivision de [a,b], alors

b—a

n

> fla) == | f.
i=1

[a,b]
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Méthode 38 Pour reconnaitre une somme de Riemann S,, vous devez pouvoir réécrire la
n

detwforme -39 (£) ou 2 5 (£
somme de la forme — — ) ou — —
n & I\ n £~ av
Pour cela, cibler Uindice de la somme (ici k) est faire apparaitre artificiellement % par k = n%,
I’expression devrait se simplifier et faire sortir un terme en %
Il ne reste plus qu’a conclure en rédigant :"Soit g : x — ..., g est continue sur [0;1]. S, est une
somme de Riemann de g sur [0;1].
1

Nous avons donc lim S, :/ g(t)dt.”

0

n—-+oo

Remarque 52 On peut utiliser cette méthode pour trouver la limite de somme ou I’équivalent
de série simple divergente

Exemple 96 Donner un équivalent de Z k<

k=1
Pour tout n > 0,

S - S el S )

k=1 k=1 k=1

n n
k=1

N A Y |
On a donc lim — Z — = z%dx = z“ = .
TL~>+OO7’I,]€:1 n 0 a+1 B a+1
u 1
A' : ka ~ a+1
insi ; Yot 1n

IRSY2AN
Or — Z (—) est la somme de Riemann de la fonction x +— 2 sur [0; 1]

6.2 Comparaison série-intégrale

ng b
On veut comparer Z f(n) et/ f(t)dt.

n=ni
Pour cela on encadre la fonction f sur l'intervalle [k; k + 1] avec la méthode 4.3, puis on passe

a la somme (bien choisir les valeurs du début et de la fin de la somme (ny = a et ny +1 =10)).
k+1

n n—1
Il faut noter que / f)dt = Z / f(t)dt (relation de Chasles).

Remarque 53 Cette méthode permet de déterminer un équivalent des sommes partielles des
série divergente ou de majorer une série.

1
Exemple 97 Donner un équivalent de Z z
k=1

Pour tout k& > est décroissante sur [k; k + 1]

Donc <

k+1
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B kt1 g k41
En passant a 'intégrale, / —dt < / —dt < / —dt
r k+1 et ek

k’+11 1 k+1 1 1
0 Sdt=~ [ = (kt1—k) =~
r/,c 2 k/k perl=k =7

1 k41 1
Ainsi < —dt < =
ST /k ¢ 2

k+1 1 1 k 1
Par conséquent, Vk > 2 | / —dt < = < / —dt
koot ket
Remarque : Cette étape est la plus difficile a suivre, on sépare I'encadrement précédent en un

1 k+1 1
e S
1 1
Ji 1t <y
et comme k > 1, k+ 1> 2 et apres le changement d’indice, k > 2
1 ko1
;ilfk_l 7t
1 1
Ji gt <
Il reste juste a passer a la somme (& partir de 2) :

systeme et sur la premiere ligne on fait le changement d’indice k +1 — k

Ce qui donne comme systeme : {

n

k1 n
1
E / —-dt <
k=2 F ¢

n+1
1
/ Lat
9 t

1
1n(n+1)—1n2+1 <

e
N\

n k

1
>
i k1t

"1
/ ;dt par Chasles
1

i
[N}

/N
R
| =
N\

i
[N}

% +1In(n) — In(1)

/

M- I
= e

/N /N
[u—

+

—

In(n+1)—In2+1
In(n)

5
3

In(n+1)—mn2+1 Inn

Or =1

In(n) o~ Inn

i 1
iy

Par encadrement, lim —— =
+oo Inn

"1
Donc Z z ~lInn
k=1

1




