Corrigé du devoir 16 : Mines-Ponts PSI 2006

I. Matrices positives

1. Soit A une matrice positive. B = *M AM est symétrique car 'B = ‘M'AM = M AM = B.
De plus, si X € M, 1, ona (BX|X) = (AMX|MX) = (AY]Y) avec Y = MX. Cette quantité est positive par

hypothése sur A. Donc

t M AM est donc symétrique positive.

2. On suppose A symétrique positive. On montre par récurrence que la proposition “A* est positive" est vraie pour tout entier

k.
- A% = [, est symétrique et, si X € M, 1, (A°X|X) = (X|X) > 0. La propriété est vraie pour k = 0.
Elle est aussi vraie au rang 1 par hypothése sur A.
- Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang £ > 1. On a alors
Ak+1 — AAk:—l A= tAAk—l A
et ’hypothése au rang k& — 1 ainsi que la question précédente donnent A*+! symétrique positive.
3. Cours.
A0 0
4. D’apres le théoréme spectral, on peut écrire A = *PDP avec P orthogonale et D = 0 A , avec,
- 0
0 0 A
pour tout i, A; > 0.
VA1 0
Onpose | A = 0 va - : etC='"PAP.
: ) - 0
0 e 0 Vs

La matrice C est symétrique et ses valeurs propres sont les 1/\; > 0, car C est semblable & A puisque P~! = P,

Ainsi C est symétrique définie positive, et vérifie C? = A.

pr 0 0

5. La matrice C' est symétrique définie positive, elle est donc semblable a D = 0 po , avec, pour tout 4,
S 0|
0 ... 0 pu,

i > 0.

Comme A = C?, la matrice A est semblable  la matrice D2. Le spectre de A est donc I’ensemble des uf.



Soit X un vecteur propre de C' associé a la valeur propre p;.
Ona
On en déduit que
AX=0C?*X=uX

Donc
Ker (C — p; I,) C Ker (A — p? I,).

D’autre part le rang de (C' — pu; I,) est égal au rang de (D — p; I,,) (car (C' — p; I,,) est semblable a (D — p; I,)).

De méme le rang de (A — u? I,,) est égal au rang de (D? — u? 1,).

Comme les tous les p; sont positifs, le rang de (D — p; I,,) est égal au rang de (D? — p? I,,) (c’est le nombre d’éléments
diagonaux non nuls sur la diagonale de (D — y; I,,) oude (D? — p? I,,)).

Donc le rang de (C — p; I,,) est égal au rang de (A% — 12 I,,), et, par le théoreme du rang on en déduit que

Ker (C' — p; I,) = Ker (A — p? 1,).

Ceci est vrai pour toutes les 112, soit pour toutes les valeurs propre de A.

. Notons \; les valeurs propres de A et Ey, les sous-espaces propres associés.
Notons C; et Cy deux matrices définies positives vérifiant C? = C3 = A.

D’apres la question précédente, on a
Ker (C1 — Vi I,) =Ker (Cy — VA I,) = E),.
Autrement dit, on a, pour tout vecteurs X de E),,
COIX=CX=yNX

Comme C et C, prennent les mémes valeurs sur E},, et que R™ est somme directe de ces sous-espaces propres, on a

Cy = Ch.

Si A est définie positive, il existe une unique matrice C' symétrique définie positive telle que C? = A.

Toujours en utilisant le résultat précédent, en utilisant une base orthonormale de vecteurs propres de A, les matrice A et C'

sont semblables a une matrice diagonale.

. La matrice A est symétrique définie positive, donc semblable & une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
les valeurs propres de A. Ces valeurs propres de A sont strictement positives. Le déterminant de A est donc strictement

positif, donc non nul.



La matrice A est inversible.

Ona A = 'PDP avec P orthogonale et D diagonale avec sur la diagonale les valeurs propres de A qui sont strictement
positives.

On en déduit que A=' = 'PD~1P. Sur la diagonale de D~ on a les inverses des valeurs propres de A, qui sont aussi
strictement positifs. On en déduit que la matrice A~! est symétrique définie positive.

D’apres la question précédente, on en déduit

I’existence et I’unicité de la matrice A—1/2 qui vérifie A=1/2 A=1/2 = A~1,

A—l :A_1/2 A—I/Q

On en déduit que
A= (a4

. . . o . . 19y -1
Comme la matrice A~/ est symétrique définie positive, il en est de méme pour son inverse (A~1/2) .

.y : e /o1
Par unicité de la matrice A'/2 définie ci-dessus, on a (A 1/2) = A2, Donc

A-1/2 = (A1/2)—1

II. Ordre de Lowner.

9. On a trois propriétés a vérifier.

i) A— A =0, et0, est symétrique positive. Donc A < A. La relation < est | réflexive.

ii) SiA < BetB < Aalors M = B— Aet—M sont positives. Les valeurs propres de — M sont les opposées de celles

de M. On en déduit que les valeurs propres de M sont positives et négatives, donc nuls.

Or M est diagonalisable car A et B le sont, donc M = 0. La relation < est| antisymétrique.

iii) Si A X Bet B <X (Calors B— AetC — B sont positives. La somme de deux matrices positives étant positive (on a

((M+N)X|X)=(MX|X)+ (NX|X)),C — Aestpositive et A < C. La relation =< est| transitive.

10. Si B — A est positive alors ‘C(B — A)C Iest aussi (question 1) et donc

‘CAC < 'CBC.

11. En écrivant que A est semblable & une matrice diagonale D, on constate que A — [, est semblable a la matrice diagonale

D—1,.



12.

13.

On en déduit que, si Sp(A) = {A1,..., A\ Falors Sp(A — I))={\ — 1,..., A\ — 1}.
Si I, < A alors les valeurs propres de A — I,, sont positives, donc celle de A sont plus grandes que 1. En particulier 0

n’est pas valeur propre et

A est inversible.

De plus, les valeurs propres de A~! sont inverses de celles de A, donc sont dans ]0,1]. Ainsi celles de I, — A~! sont

positives. On en déduit que

A1 <1,.

On suppose 0,, < A < B. On aalors A qui est définie positive et qui s’écrit donc A = AY/2A1/2,

La matrice A'/? est inversible d’inverse A~'/2. Cette matrice est symétrique et la question 10 donne
AY2 A A2 5 A2 B AL/
On utilise la question 8. On a
A71/2 A A71/2 _ A71/2 A1/2 A1/2 A71/2 =1,
Ainsi
0, < I, < A2 B A1/2,
et la question précédente indique alors que A~1/2 B A=1/2 est inversible.
La matrice A—1/2 1’étant aussi, B est donc inversible, et on a
(A’l/Q BA’l/Q)il _ Al/2 g1 g1/2
La question précédente indique aussi que
A1/2 B—l A1/2 <1,

1/2

En utilisant la question 10 avec C' = A~"/#, on a finalement

B 1=<A41

La matrice symétrique D est positive si, et seulement si, ses valeurs propres A\; et Ay sont positives. On vérifie sans
difficulté que
()\120 et )\220) <— ()\14—)\220 et )\1)\220)

Les valeurs propres de D sont les racines de X2 — (a + ¢)X + (ac — b?). La somme des valeurs propres est a + c et le

produit ac — b?.

a+c>0

D est positive <= {

ac—5b%2>0 .




14. Ona

0, <D < (a+1>0 et a>V?) <= a>0b

a —-b
Ona D X B < B — D positive. Comme B—Dz( ) 1),ona

D=XB < (a+12>0 et a >0

Onadonc 0, < D < B <= a> b

Ona D? < B2 «— B2 — D? positive. Et

(3a2—b2 —ab—b)
B2—D2:
—ab—b 3-—0?

On va donc choisir a et b tels que
3a2-202+3<0 ou (3a2—-0%)(3—0%)—(ab+0)><0

Cherchons a et b tels que a = b2
Dans ce cas,ona 3a% —2b% +3 = 3b* —2b% + 3 > 0 pour tout b.
Et (3a% — %) (3 —b?) — (ab+b)? = —4b? (b*> — 1). On peut donc choisir par exemple b =2 et a = 4.

4 2 8 0
D= et B =
2 1 0 2

I11. Fonctions matriciellement croissantes.

15. Ona M X = AX,donc PA P~! = )\ X, soit
AP1X =) P7'X

Posons Y = P™'X = (y1,...,yn). Onadonc
AY =)Y
Ce qui peut s’écrire

Ainsi,ou y; = 0ou \; = A.
Les coordonnées de Z = f(A) Y valent z; = f(\;) yi-

Comme y; = 0 ou \; = A, on a toujours f(X\;) y; = f(A) y;, soit z; = f(\) y;. Donc
Z=fNY

Ainsi,

RX=PfA)P'X=PfA)Y=PZ=fANPY=fNX



RX =f(\) X.

16. Notons Rp = P f(Ap) Pl et Rop = Q f(Ag) Q7.

17.

18.

Soit X un vecteur propre de M et A la valeur propre associée.

Comme M X = X\ X, la question précédente montre que
R, X=f(AN)X=RgpX

Ainsi R, et Rg prennent les mémes valeurs pour tous les vecteurs propres de M.

Comme il existe une base de R"™ de tels vecteurs propres, on a donc Rp = Rg.

PfAp) PTI=Q f(Ag) Q7"

Remarque : si p € E alors pour toutt > 0, s — %tst () est continue et positive sur RT*, équivalente a s — t s ()
en 0 et a ¢ en Uinfini. C’est donc une fonction intégrable sur R * et L, est bien définie sur R*. Elle est clairement a
valeurs dans R™.

La fonction ¢, est continue sur R** et 4 valeurs positives.

En I'infini, ¢, est intégrable si et seulement si r > 0.

En 0, s ¢, (s) = s~ est intégrable si et seulement r < 1.

or € E < r€]0,1].

Dans ce cas, on effectue la changement de variable © = s t.

Pour tout ¢ > 0, I’application s — s ¢ est une bijection strictement croissante et de classe C! de |0, +oo] sur |0, +o00o[. On

obtient :

Vi >0, L%»(t) = trLsaT(l)'

A est une matrice symétrique réelle. Donc il existe donc une matrice orthogonale P telle que A = P D P~! ot D est
diagonale. On a alors

fs(A) =P f(D) P~}
Notons d; les coefficients diagonaux de D. On remarque que, en notant diag(as, . . . , ;) une matrice diagonale,
fs(D) = I, — diag (1 + s d;) ™) = I,, — (diag(1 + s d;)) " = I, — (I, + sD)"!

Ainsi, on a

fs(A)=I,-P(I,+sD)'P =1, —(I,+sPDP ' =1, (I, +sA)""



fs(A) =1, — (I, + sA)~L.

19. Soient A et B des matrices symétriques telles que 0 = A < B et soit s > 0.
La matrice B — A étant positive, la matrice s(B — A) 1’est aussi (les valeurs propres sont multipliées par s). Donc
(I, + sB) — (I, + sA) est positive. Donc
I,+sA=<1I,+sB

En outre les valeurs propres de I,, + sA sont supérieures a 1, donc I,, + sA est définie positive.
On a donc

0<1I,+sA=XI,+sB

La question 12 donne alors

(I, +sB)™' < (I, + sA)~!

fs(B) = fs(A) = (I, + SA)_l = (n+ SB)_l

Donc fs(B) — fs(A) est positive. C’est a dire
fs(A) 2 fs(B)

fs est matriciellement croissante sur RT.

20. Soient P une matrice orthogonale et D = diag(dy, . .., d,) tellesque A= P~'DP = 'PDP.
Par définition, on a

(Lo(A) X|X) = (*P Ly(D) PX|X) = (L,(D) PX|P X)

Notons Y = PX = (y1,...,Yn)-
Ona:

n n +00 sds
<mwxm=wwwm=2m@M=ZA G2 (s ds

i=1 i=1
Remarquons que
st 1

:1— = St
1+ st 1+ st 1s(®)

On a alors
n +OO
LX) =Y [ £ ol
i=170
On permute somme et intégrale par linéarité de 1’intégrale (la somme est finie), et on utilise la relation

+oo
<@wmm:A o(s) (f(D)Y|Y) ds

Comme



21.

22.

fs(D)=Pf(A)'P e Y =PX,

ona:

+oo
(Ly(A) X|X) = / o(3) (P fo(A) X|P X) ds

et en utilisant une nouvelle fois le caractere orthogonal de P,

“+o0
(Ly(A) X|X) = / o(s) (£u(A) X|X) ds

On a donc (linéarité du produit scalaire et de ’intégrale)
+oo
(L) = Lo (BNXIX) = [ (o) ((F(B) = £(A)X]X) ds
Si0 < A < B alors, d’apres la question 19, on a
Vs 20, ((fs(B) — fs(A4)X|X) =20
Comme ¢(s) > 0 et comme I’intégrale est croissante,
(Ly(A) — Ly (B)X|X) 2 0

Ainsi, L,(A) < L,(B) et

L, est matriciellement croissante sur RT.

Sir €]0,1[, en utilisant ¢, : s — s~ ", ona L, matriciellement croissante.
Soit A symétrique réelle. Ecrivons A = P A P~1, avec A diagonale.

En utilisant les définitions et les résultats précédents (en particulier : V¢ >0, L, (t) =t" Ly, (1)), ona:

r

Ly (A)=PL, (A) P~ =P (L, (1)A") P"' =L, (1) PA" P~ = L, (1) A"

On a donc

Vr E]O, 1[, 0< A <B = Lgo,,.(l)AT = L@,,(l)BT

Comme L%_(l) > 0, on en déduit aisément que :

pour r €]0, 1], z — 2" est matriciellement croissante sur R*.




