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M) Soit A tel que 3 u,(A) converge, et soit u € C tel que p# A. Or
W= A

n

Un(p) = Un (A) +

et > t‘{i diverge ; comme somme d’une série convergente et d'une série divergente, 3" u,,(u) diverge.

IEI existe une valeur A € C telle que >_un(A) converge, alors celle-ci est uniquej‘

A2)

u) Par périodicité, on a

ou encore

b) Ecrivons, pour tout m & N*,

d d d
1 Wi Wik
S *Sm - Wmd+k = =
Gt ™ Smd md+1kZ:1 A Zmd k Zmd-+1

alors

d
1 leY 1
—_ = e — ] s .
Stmt1)a ~ Sma md + 1 gwmlﬂk "mz 0 (mz)

¢) Puisque

S S S e o
IR T S = T T m2 )’

que la série 3~ -2 converge et que la série 3 o(1/m?) converge absolument, on en déduit que la série 3 (Sn2190—Sma)
a méme nature que la série 3, —£ .

La série 3 (S(mt1)a — Sma) converge si et seulement si ) = D.‘|

d) La suite des sommes partielles associée & la série précédente est la sous-suite (Smd)m des sommes partielles de
la série 3~ u,. Notamment, si cette sous-suite diverge, la suite (S, Jn5 diverge également.
ciproguement, supposons que la série ¥ (Bimeria— Bug) converge, c'est-a-dire que la suite (S,,, I coOnverge.
On note £ sa limite. Alors, pour tout i € [1:d —1]. la sous-suite (Stmd=i)m converge également, puisque

— wndk
Smasi =Smd =Y a -
md-+1i £ md = b n—oo
L (S
+0
Oz ez deéduit que la suite (S,,), ., converge.

2 Un converge si et seulement si ()} = (.




A’}’) Si l'on note Q(A) = Zf_':](w;r +A) = Q +dA, I'étude qui précéde montre que la série > un(X) converge si e
seulement si () = 0, c’est-a-dire si et seulement si ) = —0/d.

M)

@) (Tn),s, est périodique, donc

L)\ = —(/d est I'unique valeur telle que la série > un(A) converge.

La suite (Tn),5; est bornée.

b) Ecrivons

T n n
Wi Tr — Tr1
TP it
k=1 k=1 k=1
i T
=y Jko 3 T
ag A
k=1 k=1
n i—1
P
a
e ak k=g Y+l
n n—1
T T
DI To-0
Pt QA =i Ar41
n
1 1 T
= Tk (—— — ) + L
kz::l a Ak+1 Qn41

¢/ On note M un majorant de la suite (ITﬂ| )n;;. Le terme général de la série étudiée vérifie

] 1
A Qksl Ak Qg+

or la série 3 ( ;1—1; ~ ak1+ 1) converge (elle est télescopique et 1/ay m 0. Ainsi

1 1
ZT“ (— - ) converge absolument, donc converge.
ak Ak+1 |

d) S’en déduit immédiatement.



