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Le probléme comporte quatre parties largement indépendantes entre elles.

PREMIERE PARTIE

. . . .l
Le but de cette partie est de montrer que si une séric » u_ converge, alors la série ZT{I converge .

1) Démontrer ce résultat lorsque la série Z”n est absolument convergente .

2) On suppose maintenant que la série Z“n converge , sans étre absolument convergente .
n n U]\
On pose S => u, et TI]—}ZT\; .
k=0 ¢=1

a) Etablir que: vneN*, T :*Q—“O‘Z(Ei'—k]_,
: 4t (11 :
b) Prouver que la série ;{.H — 7S, est convergente .

. ‘ ik u
¢) En déduire que la série Z—nﬂ converge .

DEUXIEME PARTIE

. o . - | Q. 2n+1
Cette partie s’intéresse aux séries de terme général u, = (I —T)” et v, =(1" -
n nn+1)

3) a) Déterminer, suivant les valeurs du réel a . la limite lim u,.

n—>+e0

b) Déterminer, suivant les valeurs du réel « . la nature de la série > u, .

4) a) Démontrer la convergence de la série de terme général vy,

. 2n-1
b) Calculer la valeur de la somme 2 (=1 :
=] nin—=1)

TROISIEME PARTIE

+3

L’objectif de cette partie est de calculer la somme Z-]_;
n=I n°
S) On pose, pour tout entier naturel n, C,, = / (cosz)*™ dx et D, = / z?(cos z)?" dz.
0 0
Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : C}, = (2n — 1)(Cr—-1 — Cy).

vl




%} Etablir pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : Co=0Cn-1nbD, ;— 202D,

\ ; ; . 1 D,, D
@) En déduire, pour tout entier n non nul, I'égalité : — — 9 ( e ——")

7?,2 Cni]‘ C‘ﬂ.
= . . W : ; : 2
(a) L, pour tout réel x € [0, 3], la minoration : sinz > = z.
: 2 T
e . ' . ; il M
(b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration : D,, € ——2
4 2n+2
i +a3 1 7{2 i . +00 1 +w 1"
40/) Ftablir que »' =" puis en déduire les sommes —— et ) - 3 )
n=| n 6 n=0 (2]’] + l)— n=1 N

QUATRIEME PARTIE

Soit d un entier, d > 2. Soit w = (wn),5; une suite de complexes, périodique de période d, c'est-a-dire telle que
Vﬂ S N* Wytd = Wy
Dans :Gu:’: funj:.g , on s'intéresse & la nature (convergente ou divergente) de la série 3. un(A) de terme général

wy + A
n

Yn>1 Up(A) =
on A est un complexe. On note plus simplement w,, = 4 (0) pour tout n = 1.

/]/] } . Supposons, dans cette question uniquement, qu’il existe un complexe A tel que 3~ u,(A) converge. Montrer que.
pour toute valeur j # A, la série 3 u, (1) diverge.

AZ) Dans cette question, on choisit A = 0.

Pour tout entier naturel n non nul, on note S,, la somme partielle associée a la série 3 u,, c'est-a-dire S = S —.
d d
d.) Pour tout entier naturel m, exprimer ——— 1D Wmd—k en fonetion de O = g Wi
md + 1 £~

=
ln) Déterminer un réel a tel que

d
1 k% (8% 1
Stm+1)d = Smd = —=—— ) Wmaik +——+ 0 = |
) ' md -+ 1 m=  m-—soc \ m
k=1
- ) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur pour que la série (S(m_;_ 1)d — Smd) converge,
d') Montrer trés soigneusement que la condition obtenue a la question précédente est une condition récozcaire
suffisante pour que la série > u, converge.
A /) Montrer qu'il existe une unique valeur A € C telle que la série Yy (N) converge.

/;’ ‘;") - Une généralisation Dans cette question, on se donne une suite croissante (an)
1

et im a, = +00. On suppose que 2 = 0. On pose, pour tout n = 1y
n—00
T
W, -~
Up = —= et Ty = E Wi.-
Gn E=1

Par souci de commodité, on note également Ty = 0.
C’L} Montrer que la suite (Tﬂ)n;I est, bornée.
[,'\ Montrer que pour tout entier naturel n non nul,
) 1

n n 1 1 T,
Zuk:ZT;;(———— )‘%‘ Sy
k=1

i r Q41

J SR S g sar Lig | — — ‘h\ converge.



