Spé PSI 2024-2025 Devoir surveillé n° 2
le 14 octobre 2024

4 heures Les calculatrices ne sont pas autorisées .

Le premier probleme est commun a toute la classe. Vous choisirez ensuite un deuxieme
probléme parmi le probléme 2, plus difficile, et le probléme 3, plus facile..

PROBLEME A | € b comon)

Dans tout le probléme, « est un réel appartenant a l'intervalle ]0,1. On pose
1 Xa_.‘] 400 a_
Ha)= j et J(a)= J' |
o1+ x 1+x

Partie | - Calcul d’une intégrale a I'aide d’une série

” a-1
@ Démontrer que X > :+x est intégrable sur ]0,1] et sur [1,+e0[ .

@ Démontrer que J(a)=1(1- a)

@ Pour tout x ¢ o1, on pose

x
o

1

A l'aide du théoréme de convergence dominée, montrer que : /(a)= lim | S,(x)dx.
n—»+w 0

En déduire une expression de /(«) sous forme d’'une somme de série.

On admet |la formule suivante :

VxeR, cos(ax)= sin(me)| 1 +i(+1)" 2a008(nx) .

2
Démontrer que :

a® —-n?

TR xa—1 .
J. dx =— L
o 1+x sin(ar)



Partie Il - Lien avec la fonction Gamma

Dans toute la suite, on pose :

400
Vxelose, T(x)- j Ptetat,
0

et
+a0 ta_1

Vxe[0,+oo[, fa(x):J.0 t+1e"“dt.

@ Démontrer que T est bien définie sur 10, +<[ .

@ Démontrer que f, est bien définie et continue sur [0, .

@ Démontrer que f, est de classe C' sur ]0,+0[ et calculer sa dérivée.

@ Déterminer lim I (x)

X—r+a0 =

~t ) +00 e,t
@ Démontrer que tisC  est intégrable sur |0,+o[ . En déduire lim J. e =
t* X—40 J o t“

Partie lll - Vers la formule des compléments

. Pour tout x €]0,+0[ , démontrer que :

@ Pour tout x e]D,+w[, on pose :
+a0 7t
g, (x)= I(a)e” I °

X

Veérifier que g, est une solution particuliére de I'équation différentielle y — y' = Lf)-.
¥

En déduire que Vx €]0,+[, f, (x) =g, (x).

En déduire que :

+o0 ta_1 +0 e_t

0 t+1 0

@ Déemontrer l'identité suivante (formule des compléments) :

+0

_42
@En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss : J.o e dt.

FIN dy pom: 1



PROBUEME 2| (o difcl)

I Exponentielle tronquée

Pour z réel strictement positif et n entier naturel, on pose

n Tl,k.’,t?k +00 ﬂkwk
k=0 . k=n+1 ’

@ Justifier existence de R, (z). Que vaut la somme To(z) + Ra(x)?

@ En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction t — g
prouver pour tout réel z strictement positif, pour tout entier n, la relation :

nn+1

R, (2] =&™ /m (we™™)" du.
0

n!

Soit y un réel strictement positif. On pose

n+1
n i

y .

An = 1
T

@ Caleuler imy 1 o0 @ns1/an-

En déduire, lorsque y <e ', lalimite lim a, .

n—r+x0
@ On suppose dans cette question que T €]0, 1[. Montrer que la fonction u —
we " admet, sur [0, z], un maximum M tel que M < e'. En déduire qu’au

voisinage de I'infini,

R, (x) = o(e™) puis donner un équivalent simple de 7, (x) .

i L +o0
@ Calculer l'integrale / t"e~t dt pour tout n entier naturel.
0

@ Pour tout entier n > 1, montrer I'identité suivante :

ne nn—H T —u\n
Ta(x) = € [ (we ™)™ du.

—

@ En déduire que, si z > 1, alors T,(z) = o(e™*) lorsque n tend vers +00.

On pourra d’abord établir que (ue )" < (ze™®)" ' ue™™ pouru 2 T.



II Meéthode de Laplace

On admettra la formule de I'intégrale de Gauss :

o0 2
/ e t/2 dt = V2r.

o

Soit f : [-1,1] — R une fonction de classe C? sur laquelle on fait les hypotheses
suivantes :

Hl : 7{0)=1
H2 ¢ f{0)= =1

H3 : Pour tout x € | — 1, 1[\{0} 0< f(z) <1

H4 : les nombres f(—1) et f(1) appartiennent a U'intervalle [0, 1[.

Pour z €] — 1,1[\{0}, on pose

ole) = ——5 In (f(@)).

Montrer que f'(0) = 0 puis, a l'aide d’un développement limité, déterminer
k = limg_0 ().

On prolonge ¢ en posant ¢(0) = k.

@ Montrer que la fonction ¢, sur | — 1, 1], est minorée par un réel strictement
positif. En déduire I'existence d’un réel a strictement positif tel que pour
tout z € [—1,1], on ait

flz) < e

Indication : on pourra distinguer les cas ot f(1) et f(—1) sont non nuls des
cas ou I'un des deux au moins est nul.

Pour tout n entier naturel non nul, on définit une fonction g, : R — R par

gn(u) = (d%))n siu € [=v/n, /1,

0 sinon.

. Montrer que chaque fonction g, est continue par morceaux sur R, et que la
suite de fonctions (gn, n > 1) converge simplement sur R vers la fonction g
telle que pour tout u € R,



@. En déduire que

5

[ (@)

On en déduit de la méme maniere que

™

[ (@) dz ~ o (1)

=400 V 21

IIT Formule de Stirling

Avertissement : méme si elle fait partie du programme, on (re)démontre
dans cette partie la formule de Stirling.

@ Pour tout entier n > 1, déduire de la question 5 que

n! =n"le™ (I, + Jo),

avec

=1

! +00
In = f (3’;+ 1)”6—111' dr et Jn i / (1-_|_ 1)ﬂ€wn:n dr.
1

v

C
@ Montrer que pour tout x > 1, x+1 < 2%. En déduire une majoration de .J, de la forme J, <—
n

En appliquant la méthode de Laplace, donner un équivalent de I,,.

@ En déduire que .,
n! ~ \/QTI'T'L(E) .

n—+00 e

wxx FIN s



PROBLEME 3

Dans tout ce probleme, on désigne par @ un nombre réel positif, et on se propose d'étudier
la fonction f définie par l'intégrale suivante lorsque celle-ci est convergente :

Fai= [*58 ,
0

rﬂ’
On se propose d'approfondir dans la partie I l'absolue convergence, puis la convergence de
l'intégrale f(@), ce qui permet d'obtenir le domaine de définition de - Puis on étudie dans
les parties IT et IIT le comportement de f'au voisinage de 0 et 2. Enfin, dans la partie IV (qui
est indépendante des précédentes), on calcule l'intégrale FL

® PARTIE I : Absolue convergence et convergence de I'intégrale f(a)
Dans cette partie, on étudie la convergence de f(e) a I'aide des deux intégrales suivantes :

fe) = fn sin (1) ds : J(@) = f+oo sin (¢) dt
0 t* n I

1°) Etude de la convergence de l'intégrale I()

a) Donner un équivalent de la fonction 1 — 32 guand 7 tend vers 0.
q a4

b) En déduire pour quelles valeurs du réel a l'intégrale /(a) est convergente.

2°) Etude de l'absolue convergence de l'intégrale J(a)
a) Démontrer que l'intégrale J(@) est absolument convergente pour @ > 1.
b) Vérifier que la fonction 1 — [sin(r)] est n-périodique, et en déduire, pour tout entier £,

la valeur de l'intégrale k‘f’””lsin(r)l dr.

¢) Démontrer I'encadrement suivant pour tout réel @ = 0 et tout entier k > 1 :

2 (k+1) 7 |sin(f)| 3 2
—_— = < A
(k+ 1) n® kn % k& n%

En déduire pour tout réel @ = 0 et tout entier # > 1 que :

- QI nx [sin(t A=

-—Z—sf ' ()ldts—Z—.

nt = ke n “ n® bl
d) Préciser pour quelles valeurs du réel @ l'intégrale J(e) est absolument convergente.

3°) Etude de la convergence de l'intégrale J()
a) Etudier la convergence de l'intégrale J(0).
b) Démontrer la relation suivante pour tout réel & > 0 et tout réel x = 7 :

x sin (7) 1 cos(x) x COS(f)
f dt=—-— - —— —@ f dr
r ¢ I x o et

¢) Calculer (en justifiant son existence) l'intégrale _j;r “"'% pour a > 0.
t

En déduire l'absolue convergence de l'intégrale f T pour @ > 0.

U [+l

d) En déduire la convergence de 1'intégrale J(a) pour @ > 0.

4°) Domaine de définition de la fonction f

Préciser les domaines de convergence et d'absolue convergence de l'intégrale f(a).

En déduire le domaine de définition de la fonction fintroduite dans le préambule.

Dans toute la suite, on suppose que le paramétre e appartient a ce domaine de définition.



® PARTIE II : Etude de f(a) quand a tend vers 0

On se propose dans cette partie d'étudier /(@) lorsque a tend vers 0, et on écrit a cet effet :

+eo sin (f) /2 sin (1) +00 8in (1)
f(a):f dtsz dt+f dr
0 i 0 * I

/2 sin (1)
- dr

5°) Limite de l'intégrale b
a) Justifier I'inégalité 0 < sin(r) <t pour 0 < < 525

b) En déduire a I'aide du théoréme de convergence dominée (dont on précisera 1'énoncé et
dont on vérifiera les hypothéses) la valeur de la limite suivante :

) 7/2 sin (7)
lim f dr
a—0Jp @

6°) Limite de l'intégrale | ;’;’ —-—Sit“;"’ dr

a) A l'aide d'une double intégration par parties, justifier I'égalité suivante :

+oo sin (1) Q +oo §in ()
f dt=——-———a(a+])f dr.
x2 ¢ (r/2)2+] a2 a2

b) Calculer l'expression a(a + 1) _[r ;2‘” %, puis déterminer sa limite quand « tend vers 0.
!

En déduire la limite de a(a + 1) | 7200 Sg’f;) d, puis de [ 72"0 Si:f) dz, quand « tend vers 0.
r

¢) Déduire de cette question et de la précédente la limite de f (@) lorsque a tend vers 0.
Peut-on obtenir cette limite par application directe du théoréme de convergence dominée
a l'intégrale f(a)?

W PartieIll : Calcul de l'intégrale £ (1)
9°) Calcul d'intégrales auxiliaires
a) Justifier pour tout entier naturel n l'existence de I'intégrale suivante :

5= f';’Z sin((2'n +1)1) i
0 sin(7)

b) Préciser la valeur de /;, et prouver qu'on a 7, — 1,1 = 0 pour tout entier n > 1.

En déduire la valeur de I'intégrale I,.
1 1

¢) On considére la fonction auxiliaire ¢ définie pour 0 < 1 < ’z—r par ¥(t) = e

~

Quelle est la limite L de y(r) lorsque ¢ tend vers 0?
On posera désormais ¥(0) = L, de sorte que ¥ est ainsi définie et continue sur [O, g]

d) Démontrer 'égalité suivante pour tout entier naturel 7 :

"2 . w (2n+1)71/2 sin(u)
f U()sin(Rn+1)ndr = B _f dut
¥ 0

u

10°) Lemme de Riemann-Lebesgue pour les fonctions de classe C'!

On considére une fonction g de classe C! du segment [0, ’21] dans R.

A tout entier naturel », on associe I'intégrale suivante : /2 o
By o g)sin((2n+1)¢)de.

a) Démontrer que :

1 /2
il = £0) + f g (Dcos(2n+1)ndr.
0

"T2n+l 2n+1 o
b) A l'aide d'une majoration convenable de cette derniére intégrale, en déduire la limite

de u, quand n tend vers +co. '
¢) En admettant, ce que I'on ne demande pas de vérifier ici, que la fonction continue ¢

introduite 4 la question 9.c) est de classe C! sur [0, ;i], en déduire la valeur de f(1).




