Fiche : comparaisons et équivalents usuels

Notation de Hardy. Au lieu de f = o(g) (notation de Landau), on note parfois f < g (notation de Hardy).

Parce que f = o(g) < |f] = o(]g|), on aura toujours intérét, pour chercher & négliger une quantité, & passer a la valeur
absolue ou au module, afin de simplifier un peu les calculs et travailler avec des quantités réelles positives.

Principe (équivalents vs développements limités).

Un calcul d’équivalent est en général plus facile et plus rapide qu'un calcul de développement limité. On privilégiera
donc au maximum l'utilisation des équivalents, et on ne recourra aux développements limités que quand les calculs
d’équivalents n’aboutiront pas ou ne suffiront pas.

Comparaisons élémentaires.

Au voisinage de +oc0. Si (0,8) €R?, a< B : (In2)* < (lnz)? |, 2* < 2? | e < e
Sid0<a<b i a® << b  (pour les suites : a™ K b si (a,b) € C?, |a| < |b])
Au voisinage de 07.  Si (a,8) €R?, a< 3 : 28 <a®

Théoremes de croissance comparée.

Au voisinage de +oco. Sia, 3,7>0 : (Inz)’ <2* <’
(ln n)ﬂ LK n® e’ Knl «n™ (résultat plus complet pour les suites)

1
Au voisinage de 0t.  Sia, 3>0 © |z < —
:L.a

On notera que si a > 1, a® = M = 7% ayec v =lna > 0
9

Equivalents usuels. Ci-dessous a € R est une constante
Equivalents classiques au voisinage de 0.
22
e -1 ~ =z sinx ~ cosx —1 ~ ——
0 0 0 2
22
Inl+z) ~ =z tanez ~ x chz -1 ~ —
0 0 0 2
I+2)*-1 ~ azx shz ~ =z
0 0
x
vi+z—-1 Y 3 arcsin x v
arctanr ~
0
Un polynoéme est équivalent, en 0, & son terme de plus bas degré.
Equivalents classiques au voisinage de 1.
Inz ~ z—1 -1 ~ alz—1) V-1 ~ v—1
1 1 1 2
Equivalents classiques au voisinage de +oo.
Un polynome est équivalent, en 00, a son terme de plus haut degré.
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Fiche : développements limités usuels

Développements limités usuels au voisinage de 0 & connaitre par cceur.

- _ .’22 " . B n :Ifk .
e = +x+§+~-~+m+o(m) = ZE"’O(:E)
k=0
2 2t n n 2k
h = 14—+ ... 2n+1 — L 2n+1
chz Tttt @ + o(z?" ) kz_o @ o(x?"th)
O B 20+l n_ 2kt
h = B T 2n+2 — 2n+2
shv ST T Re TG kZ_O(Zk—i—l)! + ol@™™)
1.2 1,4 x2n ) n 2%
— _ - =z, _ 1\ n+1 _ _1\k 2n+1
cosz = 1 TR +(-1) )l +o(z”" ) Z( 1) ] + o(z*™ )
k=0
O B 220+l ) n 22+
i = S T — n+2 — _ 2n+2
S ST ) Gy e kz_o( @iy o)
1 n
- l+z+a%+ - +2"+o(z") = Zxk—ko(x”)
k=0
In(1 — 2t o P+t 2 n N 1yk+1 i n
n(l+a) = o= F+5 =+ ()" +o(a") = ;(—) -+ ola")
(14+2)* = l4az+ %xz 4 a(oc—l);?a—n-&-l) " +o(z") = 1+ wak + o(a™)
k=1
[ attention, ce développement n’est valable que si o est une constante }
G B p2n+1 n L2k
t — - ... 1" 2n+2 — -1 k 2n+2
arctan z-3 + g + (1) 2n+1+o(az ) kzo( ) 1 + oz )
L 3 4
tan x = x+§x +o(z%)

Développements limités au voisinage de 0 a savoir retrouver rapidement.

n

1
= l—a+2>— +(=D)"2"+o(z") = —D*2* + oz
T (-1) (z") ;}( ) (z")
2 3 n no_k
In(l—z) = 7LL‘*%*% fffff — +o(z") = —z% + o(z")
k=1
T+z = (14x)
x 1, 1x3 4 1 Ix3xb5x--x(2n—3)
— R — - .. _1" X T n
2 2x4” Tox4x6" +(=1) X Ax G @y & el
1
= (1+a)2
14+ ( )
r 1x3 1x3x5 I1x3x5x---x(2n—1
_ 1 - 2 3 . 7171 ”n ”n
2t Tawaxet T TN S e & Tl
_ +1 $3+1><3 x5+1><3><5 z’ I1x3x5x--+x(2n—1) a;2"+1+ (227+2)
arcsine = x+ —-— - — — . o(w
23 "2x4 5 ' 2x4x6 7 2x4x6x--x(2n)  2n+1
1 1
ce DL(0) s’obtient par primitivation du développement en 0 de arcsin’(z) = ——— = (1 — 22 75}
[ce DL(0) par p rp (0)= =02
m 1 23 1x3 2% 1x3x5 af Ix3x5%x--x(2n—1) gf! S
arccosr = — —r——-:— — e — : o(z="T7)
2 23 2x4 5 2x4x6 7 2x4x6x--x(2n)  2n+1
—1 1
ce DL(0) s’obtient par primitivation du développement en 0 de arccos’ (z) = ——— = —(1 — a2 75}
[ce DL(0) par p rp (1) = == =014
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